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Resumen

Esta publicacion pertenece al proyecto Plataforma educativa para Andlisis Numéri-
co, realizado con el apoyo del Programa UNAM-DGAPA-PAPIME PE105117.

La descomposiciéon LU es un método analitico muy recurrido por las ventajas de su progra-
macion, tal como el almacenamiento en memoria, su convergencia y su algoritmo relativamente
sencillo de elaborar. Se mostrara cémo se descompone una matriz de orden nan y posteriormen-

te la forma en que ésta descomposicién se aplica en la solucién de sistemas de ecuaciones lineales.
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Un sistema de ecuaciones lineales compatible determinado obedece a la forma :

anxry +aipre  +a13rz +... +apT, = b
2171  +ar2  +asxr3z 4. +a,T, = b
as1x1  +assxs  +assxrs +... +agpT, = bs
ap1T1 +ap2T2 +ap3r3 +... +appTn = bn

En forma matricial este sistema se representa como:

Az =b
Donde: A es la matriz de coeficientes a;;:
ail a2 a3 ... Gin
az1 G22 G23 ... Q2n
A= | a31 as2 agzz ... asp
L Gn1 an2 Aap3 ... Gpp |
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T es el vector de incognitas:
I
T2

73 (4)
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b es el vector de términos independientes:

by
ba
b3 (5)
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1. Definicion de la descomposicion LU

La descomposicién LU (Gerald, 1991) consiste en encontrar dos matrices, L y U construidas de tal

forma que se cumpla que:
A=L-U (6)

Las caracteristicas de las matrices L y U dependen de cada una de las versiones definidas para la
descomposicién:

» Versién Crout. La matriz L es triangular inferior de la forma (7) y la matriz U es triangular
superior con elementos unitarios en la diagonal principal, segin la forma (8).

Li; O 0o .. 0
Loy Lo 0O ... 0
L = L31 L3s L3z .. 0 (7)
| Lnl Ln2 Ln3 Lnn ]
[ 1 Ui Uiz ... Uip i
0 1 U .. Uy
v=110 0 1 ... Usy (8)
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= Version Doolittle. Define a las matrices L y U a la manera inversa que Crout; U es triangular
inferior de la forma (9) y L una triangular superior con elementos unitarios en la diagonal
principal, segun la forma (10).

U11 0 0 Oln
Un U O O2p,
U= | U1 Us2 Uss O3n 9)
L Unl Un2 Un3 Unn i
[ 1 Lia L3 Ly, |
0 1 L23 L2n
0 0 o0 Lo |

El siguiente desarrollo corresponde a las expresiones para obtener los coeficientes de las matrices L
y U de acuerdo con la versién Crout para un esquema inicial de una matriz A de orden 4 y después
para cualquier orden; el mecanismo es idéntico si se desea obtener los correspondientes a Doolittle.

Lin 0 0 0 1 Ui Uiz Uns ai; a2 a1z a4
Loy Lo O 0 0 1 U Uss | _ | a2 a2 a3 az (11)
L3y L3z L3z O 0 0 1 Us asy a3z asz a34
Ly Lyo Lys Ly 0 0 O 1 as1 Q42 Q33 Q44

El esquema indicado en la ecuacién (11) implica que la multiplicacién de las matrices L y U tiene
como resultado la matriz A. De tal forma, lo procedente es realizar la multiplicacién término a
término con las reglas especificas del dlgebra matricial. No obstante, se propone que la obtencion
de los términos de las matrices L y U se hagan en determinado orden con el fin de obtener valores
directos y no aparezcan incognitas durante el proceso. El orden propuesto es alternar el calculo de
columnas de L con los propios de la matriz U.

Siguiendo la recomendacién anterior, se calcula la primera columna de la matriz L multiplicando
los renglones de L por la primera columna de U:

Ly =an
Loy = an

12
L31 = a3z (12)
Ly = an

Posteriormente, se hace el calculo del primer renglén de la matriz U multiplicando el primer renglén
de L por las columnas de U:

a2

L11-Ui2 = a2 = U = ..
11

Lii-Uis = a;3 = Uy = 23

11 - Uz 13 13 Io (13)
a4

Li1-Uy = ag = U =

Lyy
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Para la segunda columna de L multiplicando los renglones de L por la segunda columna de U:

Loy -Uia +Las = a2 = Ly = az— Ly U
L3 -Uia +L3zy = aza = L3 = aszx— L3 -Upo (14)
Ly Ui +Lig = a2 = Ly = ago— Ly -Upo

Para el segundo renglén de U se multiplica el segundo renglén de L por las columnas de U:

a3 — L21U13

Loy - Uiz + Log - Uz = a3 = U = 17
22 (15)
— LU
Loy Uy + Log - Uy = agy = Uy = w
22
Para el tercer renglén de L se multiplican los renglones de L por la tercera columna de U:
L31-Uis +L3z-Uss +Lsz3 = aszs = Lzz = az3— (L31-Uiz +Lsz-Uss) (16)

Ly -Uis +Lag-Us3s +Laz = asz = Liz = au3 — (Lar - Uiz +Laz - Us3)

Para el tnico elemento del tercer renglén de U se multiplica el tercer renglén de L por la cuarta
columna de U:
L3y -Urg + L3g - Uag + L3z - Usy = a3y
azq — (L31 - Urg + Lag - Uay)
L33

Usqy = (17)

Finalmente, la ultima columna de L compuesta por un tnico elemento, se multiplica el cuarto
renglén de L por la cuarta columna de U:
Ly - Uia+ Lag - Uga + Lag - Usg + Lag = a4

Ly = asq — (Lay - Ura + Lyz - Uag + Ly3 - Usg) (18)
Puede observarse que el hecho de haber calculado alternadamente columnas de L con renglones de
U permite obtener los coeficientes respectivos de inmediato.

A partir de los resultados obtenidos para este esquema de orden n = 4 se concluyen las expresiones
generales:

j—1
Lij == al-j — Z szUkj (19)
k=1
donde
j<i 1=1,2,3,...,n—1
i—1
mjszr—ilzleUm (20)
Li;
donde

i<j i=1,23.n—1
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Con los casos particulares para la primera columna de L, es decir, cuando j = 1:

L1 = aj

Y para el primer renglén de U, cuando ¢ = 1:

alj
0y = L1y

Realicemos un ejemplo. Sea la matriz A, obtener las matrices L y U:

3 -1 4 -1
-1 -1 3 1

A=1 9 3 -1 4
7 1 1 2
De acuerdo con (21):
L1 =a;1 =3 Loy = a9 = —1 L3 = a3z =2 Ly =ayn =7

Realizando la alternancia propuesta, utilizando (22)

Up =32 _ 033333 Ups = <12 —133333 Uy = 24 — _0.33333
L1y L1y L1y

Corresponde el célculo de la segunda columna de L con la ecuacién (19):

Log = a9y — legzl LopUko = aga —[Lo1 - Ual = —1—[(—1)-(—0.3333)] = —1.33333

—0.3333)] = 3.66666

Lo =agy — >y LarUks = asza — [La1 - Ura] = 3—[(2)-
1 0.3333)] = 3.33333

Lig = as2 — > py LarUps = ags — [Lay - Upa] = [(7) -

o~ o~

Haciendo lo propio con el segundo renglén de U con la ecuacién (20):

1
az3 — Y 1 LowUrz @23 — [L21Us3] 3—[(—1)-(1.33333)]
Uz = L122 Lo = —1.33333 = 325
Uss — azq — Y ey LowUrs  azq — [L21Un4) _1-[(-1)(-038333)] &
L22 L22 —1.33333 :

Tercera columna de L:

L3z =az3— Ei:l L3 Ugs
= asz — [L31 - U1z + L3z - Ua3]
= —1—[2-1.33333 + 3.66666 - (—3.25)]
=8.25

Liz = ass — Yy LarUss
= a43 — [La1 - U1z + Lyo - Ua3]
— 1 [7-1.33333 + 3.33333 - (—3.25)]
=25

(22)
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Tercer renglon de U:

2
a34— 1y L3rUpa
Uy = Tyt

azq — [L31 - Ura — Laa - U]

L33
1 [2-(—0.33333) + 3.66666 - (—0.5)]
8.25

= 0.18182
Finalmente, la ultima columna de L:
Ly =as — 22:1 LUy
= a4 — [La1 - Urg + Lao - Uag + Ly3 - Uzy]
=2—[7-(—0.33333) + 3.33333 - (—0.5) + 2.5 - 0.18182]
= 5.54545

Acomodando todos los resultados se obtiene:

3 0 0 0
-1 —-1.33333 0 0
L= 2 3.66666 8.25 0 (24)

7 3.33333 2.5 5.54545

1 —-0.33333 1.33333 —0.33333
0 1 =325 -0.5

U= 0 0 1 0.18182 (25)
0 0 0 1

1.1. Solucion de un sistema de ecuaciones lineales por medio de la descomposi-
cion LU

Una vez que la matriz de coeficientes A ha sido transformada en sus matrices L y U es facil obtener
la solucién de un sistema de ecuaciones. Seguramente se percibe que la matriz U tiene la forma
analoga que se busca con el uso del método de Gauss, es decir, es una matriz triangular superior
con los elementos de su diagonal principal iguales a uno.

En efecto, esta afirmacion es correcta. Para tener un método de solucién completo, si el sistema
de ecuaciones ha sido modificado en su miembro izquierdo, para no alterarle, debe ser también
modificado en su miembro derecho. De hecho, la matriz L es un registro de las operaciones que se
realizan en la transformacién, de tal forma, si se aplican las mismas operaciones en el vector de
términos independientes b y posteriormente se hace una sustitucién hacia atras, el sistema queda
resuelto.

Queda entonces la necesidad de aplicar las mismas operaciones a b que fueron realizadas para obtener
a U. Por lo tanto, se define al vector modificado de términos independientes b’ como:
i—1
b/ . bl - E;g:l L’Lk; : b;g

[ — 2
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Donde i = 2,3,4,...,n. En el caso especial del primer elemento del vector modificado de términos

independientes:
by
b, = — (27)
YLy
Para completar el proceso, las ecuaciones que permiten la sustitucién hacia atras son:
n
wj=b— Y Up-b (28)
k=j+1

Donde j =n—1,n—2,...,1 y para el elemento n del vector de incégnitas z: x, = b),.

1.2. Ejemplo de aplicacién

Retomando el ejemplo iniciado en la seccién anterior. A es la matriz de coeficientes que define al
sistema de ecuaciones lineales AT = b, donde el vector b es:

10

5

1
—20

b= (29)

Las matrices L y U se indican en (24) y (25), respectivamente. De tal forma, se aplica la ecuacién
(26):
b1 10

/o _ _
b= = = 333333

1
b’2 _ by — Zk:l Loy, - b%:

_ 5—(-1)-3.33333
T -1.33333
= —6.25

_ bs — Zi:l Lay - b;c
L33 / / /
L33
1—[2-3.33333 + 3.66666 - (—6.25)]

8.25

by

= 2.09091
- b4 — Zi:l L4k ) b?ﬂ
47 L
44
by — [Lyy - V) + L}y - by + Lys - Vs]
L33
—20 — [7-3.33333 4+ 3.33333 - (—6.25) + 2.5 - 2.09091]
5.54545

=5
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El vector modificado de términos independientes resulta:

3.33333
o —6.25
b= 2.09091 (30)
-5
Para concluir, se realiza la sustitucién hacia atras:

x4 =0, = -5

w3 =by— >y Utk b},

= by — U - b
= 2.09091 — 0.18182 - (=5)
=3

DY S A

= by — [Uaq - by + Uas - V3]

= —6.25—[0.5- (=5) +3.25 - 3]

=1

w1 =0 = Sy Ui - b,

=) — [Uya - V) + Urz - by + Usa - V]
= 3.33333 — [0.33333 - (—5) + 3.33333 - 3+ 0.33333 - 1]
=2

La solucién del sistema es:

Kl
Il
—~
w
—_
S—

1.3. Conclusiones

La solucién de un sistema de ecuaciones por medio de la descomposiciéon LU es un método muy
popular entre los programadores, particularmente por la diferencia algoritmica que resulta entre
verificar las operaciones fundamentales en las matrices que exigen los métodos de Gauss y Gauss-
Jordan, incluyendo la problemaética inherente al pivoteo, contra el hecho de que el tnico limitante
es que cualquier valor L;; resulte cero.

Por otra parte, las matrices LU representan un ahorro muy importante en cuanto al almacenamiento
de memoria en una computadora, ya que cuando el almacenamiento es limitado, ambas pueden
almacenarse en un sélo arreglo de la forma:
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Ly Ui Uiz ... Upp
Loy Lo Uz ... Uy
L=| L3t L3 L33 .. Uz, (32)
L Lnl Ln2 LnS Lnn |

Finalmente, a partir de la triangularidad de la matriz U, es totalmente factible aprovecharla en
diversos cédlculos matriciales, como la obtencién de la matriz inversa de la propia A.
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