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Resumen

Esta publicacion pertenece al proyecto Plataforma educativa para Andlisis Numéri-
co, realizado con el apoyo del Programa UNAM-DGAPA-PAPIME PE105117.

El polinomio, los valores y vectores caracteristicos son datos de una matriz que permiten re-
solver diversos problemas que provienen del modelado de sistemas fisicos. Al respecto, el método
de Krylov permite obtener los coeficientes del polinomio caracteristico mientras que el método de
las potencias proporciona el mayor y menor valores caracteristicos. Son una alternativa iterativa
para los procesos analiticos del Algebra lineal.
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El objetivo de este trabajo es presentar la aportacién del anélisis numérico a la obtencion del polino-
mio (o ecuacién), valores y vectores caracteristicos; se presentard un método que pueda desarrollarse
como algoritmo y, en consecuencia, desarrollado por medio de un programa de céomputo.

En este sentido, para reconocer los contenidos se debe disponer de los antecedentes necesarios del
algebra lineal en cuanto a los topicos antes mencionados.

Las matrices de orden n, z, n no singulares poseen un polinomio caracteristico; sus raices son
llamadas wvalores caracteristicos y cada uno tiene asociado un vector caracteristico.

El polinomio caracteristico de la matriz A se obtiene por medio de la expresién:

|A—\| =0 (1)

El resultado de este determinante es un polinomio en funcién de A de grado igual al orden de la matriz
A, en este caso, de orden n. Este polinomio caracteristico posee n raices o wvalores caracteristicos;
por lo cual, la matriz A de orden n posee n valores caracteristicos.

El polinomio caracteristico es de la forma:

ao\" + N+ a2+ 4 an N ta,=0 (2)
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1. Meétodo de Krilov para obtener el polinomio caracteristico

Este método se fundamenta en la aplicacién del Teorema de Cayley-Hamilton, mismo que establece
que toda matriz A verifica su ecuacion caracteristica:

F(A) =0 (3)

Es decir, si sustituimos a la matriz A en el polinomio (2), el resultado debera ser cero. Sin embargo,
operativamente es necesario hacer algunos comentarios. De inicio, la matriz A es de orden n, por
lo cual la sustitucion arrojard un sistema de n ecuaciones lineales; en consecuencia, el coeficiente
ag deberd ser diferente de cero. Resulta conveniente hacer que este coeficiente sea la unidad, por lo
cual se divide el polinomio por ag, resultando:

AT AN b A2 4 by A+ b, =0 (4)

Donde los coeficientes b; se obtienen como b; = 2‘—8 Aplicando el teorema de Cayley-Hamilton en el
polinomio (4):

F(A) = A"+ b A" 4 g A" 2 4 4 by 1A+ b, =0 (5)

El polinomio (5) representa un sistema de ecuaciones lineales cuyas incégnitas son los coeficientes
b;. La solucién de este sistema nos proporciona los coeficientes b; que sustituidos en (4) nos da como
resultado el polinomio caracteristico de A.

Una forma sencilla de realizar este procedimiento es simplificar la elevacién de la matriz A a las
potencias necesarias. Esto se logra multiplicando la matriz A por un vector § compatible diferente
de cero. Debe recordarse que la multiplicaciéon de una matriz por un vector compatible arroja un
vector.

Este vector § puede ser libremente elegido, proponiéndose que su conformacién permita realizar de
mejor forma las operaciones. Una buena eleccién es escoger al vector con la forma:

|
Il

0

Ubicando al elemento 1 en una posicién estratégica de acuerdo con los coeficientes de A de tal forma
que, aprovechando las multiplicaciones por cero, se minimicen las operaciones.

Atendiendo a la anterior recomendacién, el sistema queda la forma:

A"G 4+ 0 AV G 4+ b AV 4 4 by 1 A+ bl =0 (6)

Finalmente, el sistema de ecuaciones puede ser resuelto por el método de preferencia.
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1.1. Ejemplo de aplicacion

Sea la matriz:

1 -1 0
A=1] 2 0 (7)
-2 3 —

De acuerdo con la ecuacién (4), el polinomio caracteristico tendra la forma:

N DA%+ bo A + b3 =0 (8)

De acuerdo con la ecuacién (6), el sistema de ecuaciones tendra la forma:

A3+ b1 A% + by A + b3l = 0 (9)

Se propone al vector § de acuerdo con la forma recomendada:

1
g=10 (10)
0
Multiplicando:
1 -1 0 1 1
Ajj = 0 1 = 2 (11)
-2 3 -1 0 -2
multiplicando:
1 -1 0 1 —1
A=A -Ag=1| 2 0 1 2|1=1] 0 (12)
-2 3 -1 -2 6
1 -1 0 —1 —1
A=A A%y = 2 0 1 0| = 4 (13)
-2 3 -1 6 —4

Sustituyendo los resultados (11), (12) y (13) en la ecuacién (9) se conforma el sistema de ecuaciones
lineales:

4 | + 0] b1+ 2 | -bo+ | 0]-b3=1]0 (14)
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Que se expresa en forma mas coloquial como:

—-b1 + by + b3 = 1
2by = —4 (15)
6b1 — 2bo = 4
Cuya solucién es:
bph = 0
by = -2 (16)
bs = 3

Finalmente, sustituyendo en (8) se obtiene la ecuacién caracteristica de la matriz A:
M —2X+3=0 (17)

1.2. Conclusiones

Krilov debe utilizarse en conjunto con un método de solucién de sistemas de ecuaciones lineales.
Esta unién arroja una alternativa muy apropiada cuando se trata de evitar resolver determinantes
de orden mayor considerando que se debe hacer en forma analitica.

2. Meétodo de las potencias

La manera ortodoxa de obtener los valores caracteristicos de la una matriz A es resolver las raices
de su polinomio caracteristico. El método de las potencias ofrece una opcién para obtener el mayor
y el menor valor caracteristico de la matriz A de orden nan sin la necesidad de disponer de la
ecuacién caracteristica.

El método de las potencias es un proceso iterativo de aproximaciones sucesivas, por lo cual, ademas
de la matriz A deberd conocerse una tolerancia preestablecida.

2.1. Definicion del método de las potencias

Sea el sistema homogéneo de ecuaciones lineales:

(CL11 — )\)1'1 + 122 + a1373 + ... + A1nTy = b
a1 + (a2 —N)z2 + a2373 + ..+ a2nTp = by
as1T + a32x9 + (a33 — /\)%‘3 + ... + a3nTy = b3 (18)

G121 + An2T2 + an3T3 + . 4+ (A —Nzy = by
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Que puede representarse como:

|A— M|z =0 (19)
A partir de la expresién (19) pueden obtenerse los valores caracteristicos, ya que representa a la

ecuacion caracteristica de la matriz A; el tratamiento para obtener el valor mayor o el menor es
ligeramente diferente, pero en ambos casos proporciona el vector caracteristico respectivo.

2.2. Mayor valor caracteristico

La expresion (19) puede acomodarse de la siguiente forma:

Az — Xz =0

AZ = \x (20)
Para la expresién (20) se percibe la forma caracteristica de un proceso de aproximaciones sucesivas.
El método propone utilizar un vector inicial Z(5) # 0 compatible y multiplicarlo por la matriz
A. El resultado serd un nuevo vector Z(;y el cual serd normalizado utilizando su elemento mayor;
este es utilizado para la normalizacién serd una aproximacién al mayor valor caracteristico \; y el

vector normalizado serd su vector asociado. El proceso se repetira hasta que la diferencia entre dos
aproximaciones cumpla con una tolerancia preestablecida.

Para completar el método, la ecuacién (20) debe expresarse en forma iterativa:

AZ (1) = Mg 1) T (kr1) (21)

donde k es el nimero de la iteracion y k =1,2,3, ...

2.3. Menor valor caracteristico

Retomamos la ecuacién (19), misma que se premultiplica por la matriz inversa de A, que es A~L.

A Az = A~ )\z

La que resulta en:

Dividiendo entre A:

>

I

Il
b
L

I
—
[\
2
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Para completar el proceso, haciendo a (22) una ecuacién iterativa:

1
Az = T 23
®) = Xorn D (23)

donde k es el niimero de la iteracion y kK =1,2,3, ...

El tratamiento para obtener el menor valor caracteristico es similar al utilizado para el mayor valor,
a diferencia del uso de la matriz inversa A~! y que el factor de normalizacién representa al reciproco
del menor valor caracteristico de la matriz A. El proceso se repetira hasta que la diferencia entre
dos aproximaciones cumpla con una tolerancia preestablecida.

2.4. Ejemplo de aplicacién

Sea la matriz A:
2 21
A=|1 3 1 (24)
1 2 2

Se calculara inicialmente el mayor valor caracteristico y posteriormente el menor. La primera accién
serd definir un vector inicial Z () # 0 compatible que debe diseniarse de forma préctica y que permita
el menor nimero de operaciones. Se propone el vector:

Realizando la primera iteracién:

2 21 1 2
A i‘((]) = 1 31 0 = 1
1 2 2 0 1

El elemento de mayor valor en este vector resultante representa la primera aproximacion al mayor
valor caracteristico, es decir, Ay = 2; normalizando el vector resultado de la multiplicacion se
obtiene la siguiente aproximacién:

1
0.5
Repitiendo el proceso:
2 21 1 3.5 1
A Z() = 1 31 05 | = 3 ; )\(1) =3.5 Z(2) = 0.8571
1 2 2 0.5 3 0.8571
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El calculo del error absoluto entre las dos aproximaciones a A es:

A — ol =35 —2] =15

En los siguientes cuadros se presenta el proceso iterativo completo:

Cuadro 1 Iteraciones 0 a 4

T T1 T2 T3 T4
1.00000 2.00000 1.00000 3.50000 1.00000 4.57143 1.00000 4.90625 1.00000
0.00000 1.00000 0.50000 3.00000 0.85714 4.42857 0.96875 4.87500 0.99363
0.00000 1.00000 0.50000 3.00000 0.85714 4.42857 0.96875 4.87500 0.99363
A(k) 2.00000 3.50000 4.57143 4.90625
Tol 1.50000 1.07143 0.33482

Cuadro 2 Iteraciones 5 a 9

xIs Te T7 xIrs T9
1.00000 4.98089 1.00000 4.99616 1.00000 4.99923 1.00000 4.99985 1.00000
0.99363 4.97452 0.99872 4.99488 0.99974 4.99898 0.99995 4.99980 0.99999
0.99363 4.97452 0.99872 4.99488 0.99974 4.99898 0.99995 4.99980 0.99999
A(k) 4.98089 4.99616 4.99923 4.99985
Tol 0.07464 0.01527 0.00307 0.00061

Cuadro 3 Iteraciones 10 y 11

Z10 T11
1.00000 4.99997 1.00000
0.99999 4.99996 1.00000
0.99999 4.99996 1.00000
/\(k) 4.99997
Tol 0.00012

En el cuadro 3 se presenta en forma aislada la tltima iteracién, de la cual se concluye que con una
tolerancia de 0.00012, el mayor valor caracteristico de la matriz A en A = 4.99997 = 5 y su vector
asociado es:

&I
Il
[
_—
)
ot
N—
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Calculando ahora el menor valor caracteristico. Para la matriz A, su inversa es:

08 —04 —0.2
Al=| 02 06 —0.2 (26)
-02 —-04 08

Se propone el vector inicial Z ) # 0 compatible:

1
i’(o)z 0
0
Realizando la primera iteracion:
0.8 —-0.4 -0.2 1 0.8
Az =] 02 06 —02|-|0|=|-02
-0.2 —-04 0.8 0 -0.2

El elemento de mayor valor en este vector resultante representa al reciproco de la primera aproxi-
macién al menor valor caracteristico, es decir, %0) = (.8; normalizando el vector resultado de la

multiplicacién se obtiene la siguiente aproximacion:

) 1
— =08 {Z'(l) = —0.25
Ao) —0.25
Repitiendo el proceso:
0.8 —0.4 —0.2 1 0.95 . 1
Az =] -02 06 —02 || —025 | =| —03 |; TZO'% To) = | —0.3298
—-0.2 —-04 0.8 —0.25 -0.3 (1) —0.3158

El célculo del error absoluto entre las dos aproximaciones a % es:

L 09508 =015
| =l 8/ =0.

En los siguientes cuadros se presenta el proceso iterativo completo:

Se concluye que con una tolerancia de 0.00007, el menor valor caracteristico de la matriz A es:

1
1 = 099998 = A = = 1.00002 ~ 1 (27)

0.99998
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Cuadro 4 Iteraciones 0 a 4
fofy) xr1 X9 T3 T4
1.00000 0.80000  1.00000  0.95000 1.00000 0.98947 1.00000 0.99787  1.00000
0.00000 -0.20000 -0.25000 -0.30000 -0.31579 -0.32632 -0.32979 -0.33191 -0.33262
0.00000 -0.20000 -0.25000 -0.30000 -0.31579 -0.32632 -0.32979 -0.33191 0.33262
ﬁ 0.80000 0.95000 0.98947 0.99787
Tol 0.15000 0.03947 0.00840
Cuadro 5 Iteraciones 4 a 7
T4 Is Ie X7
1.00000 0.99957 1.00000 0.99991 1.00000 0.99998  1.00000
-0.33262 -0.33305 -0.33319 -0.33328 -0.33330 -0.33332 -0.33333
-0.33262 -0.33305 -0.33319 -0.33328 -0.33330 -0.33332 -0.33333
ﬁ 0.99957 0.99991 0.99998
Tol 0.00170 0.00034 0.00007
Y su vector asociado es:
1 1
Tz =] —0.33333 | = —% (28)
—0.33333 —3
Como informacién adicional, la ecuacién caracteristica de la matriz A detallada en (24) es:
AN 4T 1IN +5=0 (29)

Al resolver este polinomio se verificara la coincidencia con los resultado expresados en (25) y (27).

2.5. Conclusiones

El método de las potencias, junto con Krilov, permite obtener, a través de recursos de computo, los
resultados caracteristicos de matrices. Si bien no se especifican criterios de convergencia dado que se
trata de métodos de aproximaciones sucesivas, es necesario aclarar que la caracteristica fundamental
para obtener resultados se limita a que la matriz cumpla con los requisitos especificos marcados por

el algebra matricial.
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