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PROLOGO

El aprendizaje de las mateméticas es uno de los aspectos basicos en la formacion
de los futuros ingenieros y de aquellos profesionales que incursionaran en el mundo
de la ciencia y tecnologia. Las matematicas son una herramienta indispensable para
resolver diferentes situaciones que se les presentan durante su formacion y
desarrollo como ingenieros ya que constituyen la esencia de la formacion de una
mente analitica y ordenada. Para un estudiante de ingenieria, cuya mentalidad es
eminentemente practica, no siempre resulta sencillo comprender la estructura
formal y la naturaleza misma de los conceptos fundamentales de las matematicas.

En este fasciculo de Algebra Vectorial se ofrece una alternativa diferente de
aprender y ensefar las matematicas, ya que se orienta al fortalecimiento de la
ensefianza empleando el software matematico GeoGebra el cual podran trabajar en
la pagina www.geogebra.org, con la finalidad de que el estudiante pueda corroborar
el resultado de los ejercicios y evaluar su aprendizaje. Tal tendencia se identifica
con los avances tecnolégicos como un valioso recurso capaz de acompafar a la
ensefianza de las mateméticas en cualquier etapa de su formacion.

En tiempos actuales la ensefianza presencial ha tenido que impartirse de forma
virtual por lo que los estudiantes requieren de un material didactico que los
conduzca de forma ordenada al aprendizaje significativo del Algebra Vectorial.

En el fasciculo de Algebra Vectorial se integran 6 temas que son un soporte para
la asignatura de Geometria Analitica de las carreras de Ingenieria Industrial e
Ingenieria Mecéanicay Eléctrica. En cada uno de ellos se desarrolla parte de la teoria
que lo sustenta y la solucidon de los ejercicios analiticamente, corroborado los
resultados de algunos de estos ejercicios con GeoGebra.

Nuestro agradecimiento por el apoyo brindado al Departamento de Matematicas,
Seccion de Matematicas Discretas y de la Facultad de Estudios Superiores
Cuautitlan y a la Direccion General de Asuntos del Personal Académico a través del
Proyecto PAPIME clave PE106219.

Asi mismo, nuestro reconocimiento al comité evaluador del trabajo por sus valiosas
aportaciones, las cuales enriquecieron y fortalecieron los temas propuestos.

Esta obra es dedicada a nuestros estudiantes, por ser el elemento mas noble en la
ensefianza ya que sin alumnos no existen profesores y juntos cada dia enaltecemos
nuestra Universidad.

Los autores
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1. CONCEPTOS BASICOS

1.1.Sistema en dos y tres dimensiones

En un sistema de dos dimensiones, los puntos estan definidos por una pareja ordenada de nimeros
reales; tienen dos coordenadas. Pueden representarse geométricamente en un plano determinado
por dos ejes perpendiculares llamados coordenadas, que se cortan en un origen comun. Por
facilidad se acostumbra a dibujar los ejes con direcciones horizontal y vertical, hacia la derecha y
hacia arriba respectivamente los valores positivos y en sentido contrario los negativos. A dichos ejes
se les denomina “x” abscisas y el eje “y” ordenadas, ambas forman las coordenadas del punto y se
representa por el simbolo (x, y).

Un par ordenado es una pareja de numeros escritos de forma ordenada; usualmente esta escrito
entre paréntesis: (4,5), el cual es empleado para mostrar la posicion en un grafico donde el valor "x"
(horizontal” abscisa”) es primero y el valor "y" (vertical “ordenada”) es el segundo. Veamos los
siguientes ejemplos.

Ejemplo 1

En el siguiente grafico se representa el par ordenado (12, 5) que indica 12 unidades desplazadas
horizontalmente y 5 unidades desplazadas verticalmente.

10
12 |

5 (12,5)‘L

~0 5 10 15

Fig. 1. Representacion del par ordenado (12,5)

En un sistema de tres dimensiones, los puntos estan definidos por una terna ordenada de nimeros
reales. La representacion geométrica de un punto en el espacio esta definido por tres ejes
perpendiculares entre si, que se cortan en un punto en comun llamado origen. Los ejes se llaman
coordenadas y se designan normalmente con las letras (x, y, z).

Si las direcciones positivas de los ejes coordenados corresponden a las mostradas en las siguientes
figuras y siguen el sentido contrario al de las manecillas del reloj sera un sistema derecho, pero si
siguen el sentido de las manecillas es izquierdo.

Los tres ejes definen planos llamados planos coordenados, que dividen al espacio tridimensional en

ocho partes llamadas octantes. El plano xy contiene los ejes "x" y "y", el plano xz contiene los x y

z y el plano yz contiene los ejes "y"y "z".

Un punto en el plano tridimensional queda definido si se conocen sus tres dimensiones dirigidas a
los tres planos coordenados. La distancia del punto al plano yz se llama abscisa o eje "x", la
distancia al plano xz se llama ordenada o eje "y", por ultimo, su distancia al plano xy se llama cota

0 eje "z". En tal situacién a cada punto en el espacio se hacen corresponden las coordenadas
(abscisa, ordenada, cota) o (x,y, z).
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Fig. 2. Representacién de los ejes en el espacio 3D
Ejemplo 2
Sea el punto M (3, 2,4), realizar su representacion geométrica.

Para representar un punto en el plano tridimensional se sigue el siguiente procedimiento:

En el punto M (3,2,4), desplazamos tres unidades en el eje "x" 0 eje de las abscisas a partir del
origen, desplazamos dos unidades en el eje "y" o eje de las ordenadas a partir del origen. Y
finalmente se trazan las correspondientes perpendiculares a los desplazamientos realizados
anteriormente y en el punto de interseccién se traza una perpendicular al plano para ubicar el eje
cota o0 “z”, entonces se desplazan cuatro unidades hacia arriba, si el valor fuera negativo seria hacia

abajo. En el extremo final tenemos el punto M como se muestra a continuacion.
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Fig. 3. Representacién del punto M en el espacio

1.2.Representacién grafica en dos y tres dimensiones en GeoGebra

Una vez que se ha instalado GeoGebra, al abrir el programa aparecera la pantalla, s6lo mostrando
el plano en dos dimensiones.
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Fig. 4. Pantalla de inicio de GeoGebra en Vista 2D
Para mejorar la presentaciéon se presiona el botén derecho y elegir cuadricula como se muestra en
la siguiente figura 5.
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Fig. 5. Pantalla de GeoGebra con cuadricula

Para mostrar la gréfica en 3D, en la esquina superior derecha se elige la vista grafica 3D.
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£, Actualiza las Vistas (limpia ras

Fig. 6. Vista gréfica de GeoGebra en 3D

Para introducir un par ordenado o una terna en GeoGebra se puede hacer de dos formas: una es
utilizando el icono nuevo punto de la barra de herramientas que se localiza en la parte superior;
preparando previamente en vista gréafica cuadricula y localizar directamente en el plano cartesiano
el punto, apareciendo en la vista algebraica del punto localizado.
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La segunda forma es introducir en la parte inferior de “Entrada” el par ordenado A (2,3) y dar Enter.
En la terna se puede introducir en la entrada B (2, 3, 0) y dar Enter. En la vista algebraica se indica
el par ordenado o terna y en vista grafica, el punto localizado en vista gréafica 2D y 3D.
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Fig. 7. Representacion gréafica del par ordenado y terna en GeoGebra
Ejemplo 3

Para los siguientes puntos: A(2,3,—4), B(-2,4,3), €(0,5,-2), D(3,0,—1),E(-2,-1,4), F(0,5,0),
G (3,—3,0), H(—5,—8.1). Realizar su representacién geometria en el espacio en GeoGebra:

En la barra de entrada se van colocando los puntos y en la vista grafica se muestran los puntos.

Fig 8. Representacion de puntos en el espacio en GeoGebra



2. VECTORES

El concepto de vector guarda estrecha relacion con la idea geométrica de segmento de linea dirigido,
de manera que un vector es un segmento de recta que tiene magnitud, direccién y sentido.

Los vectores pueden representarse geométricamente (ver figura 9), como segmentos de rectas
dirigidas, o flechas, en un espacio bidimensional o tridimensional; la punta de la flecha especifica la
direccion del vector y la longitud describe su magnitud. El inicio de la flecha se llama punto inicial u
origen del vector y la punta es el punto final o extremo, también conocido como punto de aplicacion.

B A-Punto injcial (origen)

/ B - Punto final (extremo)
A

Fig. 9. Representacion de un vector

Notacién: para denotar un vector, generalmente usaremos una letra con una raya encima, por
ejemplo,

a,b,c, etc.

Para denotar el vector que va de A a B, es decir, aquel cuyo origen es Ay cuyo extremo es B,
escribiremos AB.

Se dice que dos vectores son iguales si tienen la misma magnitud y direccion. De esta manera, dos
vectores pueden considerarse iguales aun cuando puedan estar localizados en lugares diferentes.

=18
(=l

o —
a=»s

Fig. 10. Vectores iguales

Asi, para cada vector dado, Q_R' existira una infinidad de vectores iguales, pero sélo uno de ellos
tiene su punto inicial en el origen del sistema coordenado. Se llamara vector de posicion a todo
vector cuyo origen coincide con el del sistema coordenado.

De esta manera, si cada vector en el plano se identifica con el vector de posicién que es igual al
vector dado, entonces quedara identificado con un punto del plano: el extremo del vector de posicion
correspondiente. En adelante, para referirse a un vector en el plano, se recurrird con frecuencia al
vector de posicion correspondiente, y, por lo tanto, al extremo de dicho vector.?

Asi, por ejemplo, el vector ABde la figura 11, se identificara con el vector OP , el cual se traza, por

supuesto, de manera que sea paralelo a ﬁy gue tenga su misma magnitud; y, por lo tanto, con el
punto de coordenadas (4, 3).

1 Otra manera de proceder con los vectores, equivalente a la aqui descrita, es la de imaginar un sistema
coordenado cuyo origen coincida con el del vector de interés.
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Fig. 11. Vectores paralelos

2.1. Vectores en GeoGebra

Graficar vectores en GeoGebra se puede realizar en 2 y 3 dimensiones, pero en ambos se aplica el
comando Vector(<Punto>).

Ejemplo 4

Graficar en GeoGebra los vectores A = (3,4) y B = (—1,3,4)

Para el vector i = (3,4), colocar en la barra de entrada Vector ((3,4)).

Para el vector ¥ = (—1, 3,4), colocar en la barra de entrada Vector ((—1, 3,4)).

IR

Y=

Fig. 12. Vectores en el plano y espacio graficadc;s en GeoGebra
2.2. Vector posicién dados dos puntos
Dados dos puntos en el espacio 4 (ay,a,,as )y B (by, by, b3 ), €l vector posicion AB, se obtiene:
AB (by —ay, by —a, by —aj).

Ejemplo 5

Sean los puntos P (—3,4,1), Q (0,—3,4) y R (—2,4,5), obtener los vectores posicion F@, PR yﬁ@.

PG=(0-(-3), -3—4, 4—1) PQ =(3,-7, 3)
PR=(-2-(-3), 4—4,5-1) PR=(1, 0, 4)
RO =(0—(=2), —=3—4, 4—75) RQ = (2,-7,-1)

En la figura 13 se muestran los vectores posicion.



Fig. 13. Representacion grafica de los vectores posicion PQ, PRy RQ

2.3. Médulo y direccién de vectores en 2D

Dado en el plano un vector de posicién (ver figura 14) cuyo extremo sea el punto (x,y), su magnitud,
I¥]l|, se determina aplicando el teorema de Pitagoras:

]

0

0 X

Fig. 14. Vectores en el plano

171l = vx* +y?

Si el vector es de posicion en el plano cartesiano d = (a,,a,), su médulo se obtiene aplicando la

ecuacién obtenida:
llall = Va2 + ay?

La direccion de un vector en dos dimensiones se determina por su angulo en posicién normal del
vector, es decir, aquel angulo cuyo lado inicial es el lado positivo del eje “x” y lado terminal el vector
mismo, para obtener su desviacién o angulo de inclinacion, se obtiene aplicando la tangente en la
figura 14 y posteriormente para conocer 6 aplicamos:

a
0 =tan~! (—2)
a

Ejemplo 6

Sean los vectores u (—1, 8) y ¥ (5, 3), hallar su médulo y direccién. Para el vector % (—1, 8) el
mdédulo se obtiene aplicando la férmula:

llall = \/‘112 + a,?
lill = y/(=1) % + (8)?

llll = ves5
||l = 8.06



Para la direccion se aplica la formula:

a
f, = tan™?! (—2)
aq
0, = tan™?! ( 8 )
= n —_—
1=ta 1
6, = —82.87°
El angulo debe ser positivo y como el vector se encuentra en el segundo cuadrante, entonces se
suma 180°.
6, = —82.87° + 180°
0, =97.13°
Para el vector v (5, 3) el médulo se obtiene aplicando la férmula:
lall = Va1 ? +a;?
=V (5)2+(3)?

17l = v34

v

Para la direccién se aplica:

a
0, = tan™?! (—2)
a,

6, =tan™?! (3)
2 5
0, = 30.96°

El &ngulo es positivo y se encuentra en el primer cuadrante. En la figura 15, se grafican los vectores.

J.'

0, =97.13°
0, = 30.96° x

-1 0 1 2 3 4 5

Fig. 15. Vectores posicion en el plano

2.4. Moédulo en 3D

En la Fig. 16, se visualiza graficamente el vector a (a, ,a,, as).

10



o a(ay, az, as)

Fig. 16. Vector posicién en el espacio
El médulo del vector d (a, , a,, az), se obtiene aplicando el teorema de Pitdgoras en relacion con la

figura 16.
lldll = v h* + as?

Relacionando “h” como la hipotenusa del triangulo formado por h,a, y a,, se aplica también el

teorema de Pitagoras.
h=+a;?+ a,?

Sustituyendo “h” en ||d||, se obtiene el médulo de un vector en 3D:

Ejemplo 7
Sean el vector ¥(1,—2,3), calcular el médulo del vector.

Aplicando la férmula de médulo de un vector:

171 = V(1) 2+ (-2)2 + (3)?

oIl = V14
1%l = 3.74

2.5. Calculo de médulo de vectores en GeoGebra

En el caso de dimensién 2D, el calculo del médulo o magnitud de vectores se obtiene colocando los
dos puntos que forman el vector con el comando punto.

A2 G

.A Punto

El primer punto se traza en el origen y el segundo es la parte terminal del vector y posteriormente se
utiliza el comando de vector.

11



L Rect:

" Segmento

" Segmento de longitud dada

| Semirecta

" Vector

Posteriormente se usa el comando de segmento y se coloca desde el punto inicial hasta el final del
vector, marcando la longitud, que en este caso es el modulo del vector.

[
L+~ Recta

" Segmento

>lofell<

3

Para la dimension 3D en la barra de entrada se escriben los puntos que forman el vector, siempre
se pone el primer punto con coordenadas (0, 0, 0). Posteriormente se utiliza el comendo de vector.

<o
/ Recta

+”" Segmento

ISEIE

& Segmento de longitud dada

/ Semirrecta
" Vector

Una vez que se tiene el vector se utiliza el comando de distancia o longitud y se obtiene el médulo
0 magnitud del vector.

il IS BTt
./f-. Angulo

im/’ Distancia o Longitud

Ejemplo 8

Graficar en GeoGebra el vector i (—1,—8) en 2D y el vector ¥ (1,—2,3) en 3D y calcular su médulo.

f=18.06

Fig. 17. Célculo de médulos 2Dy 3D en GeoGebra
Como se observa en la figura 17, los mddulos fueron iguales que los calculados analiticamente.
2.6. Operaciones de vectores
2.6.1. Adicién de vectores

La adicion de dos o mas vectores se define graficamente (ver figura 18) por la ley del poligono-
desde el extremo de cualquiera de ellos se traza un segundo vector (conservando su magnitud y

12



direccion), partiendo del extremo de éste se traza un tercer vector, y asi sucesivamente. Una vez
gue se dibujan todos los vectores, el vector suma, o vector resultante (en la figura), es aquel que va
del origen del primero al extremo del dltimo.

Sl
/
(w30

r =
a
Fig. 18. Suma de vectores graficamente por el método del poligono

En el caso de que se sumen s6lo dos vectores, el poligono resulta ser un triangulo (figura 19). Si los
dos vectores se dibujan de manera que sus origenes coincidan, el vector resultante sera la diagonal
del paralelogramo definido por los dos vectores. En tal caso se habla de la regla del paralelogramo
para sumar dos vectores.

Fig. 19. Suma de vectores graficamente por el método del paralelograma y poligono

La suma de los vectores d (a,, a,, a3) y b (by, by, b3) se resuelven analiticamente como:

&‘I'B: (a1+b1, a2+b2, a3+b3)
Ejemplo 9

Sean los vectores d (3,1, 2) y b (3, 0, 4), realizar la suma con los dos vectores.
d+b=3+3, 140, 2+4)

i+b=1(61,6)

. 6
&+b=(1)
6

Fig. 20. Suma de vectores @y b
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2.6.2. Sustraccion de vectores

Si dy b son dos vectores, entonces (@a- B) debe ser el vector que ha de sumarse a b para
obtener d. De esta manera (ver figura 21), si ay b tienen origen comun, entonces (& — 5),
debera ser el vector que va del extremo de b al extremo de @, ya que b + (a- 5) =d.

E . _-1...

Fig. 21. Sustraccion de vectores por el método del paralelograma 1

No debemos perder de vista que en la resta el minuendo es donde se juntan las flechas, como se

muestra en la figura.
AEF £ | : -
a a

Fig. 22. Sustraccion de vectores por el método del paralelograma 2
La sustraccion de los vectores d (aq, a,, as) y b (b4, by, b3) se resuelven analiticamente como:
d—b=(a,— by, a,— by, az —b;)
Ejemplo 10
Sean los vectores d (3,1, 2) y b (3, 0, 4), realizar la resta.

a—b=( 1-0, 2-4)

3;
b=(0,1,-2)

3 —
a—

La representacion grafica de los vectores se muestra en la figura 23, en la que se observa al vector
d — b obtenido por el método del paralelogramo y al vector posicién que es el mismo.
z

Fig. 23. Resta de vectores @y b

14



2.6.3. Multiplicacién escalar-vector
Observemos que, de acuerdo con la definicion dada para la adicién de dos vectores, d + d sera un

vector con la misma direccién que d, pero cuya magnitud sera el doble que la de d. Similarmente,
d+ a+ d tiene la misma direccién que d, pero con la magnitud del triple de d.

a+a-+a
ka
+
7 ﬁ / klial
0 .6 ' 6

Fig. 24. Multiplicacién de vectores por un escalar graficamente

Como ademas cabe esperar que d+d =2d Yy d+ d+ d = 3d, resulta razonable proponer que,
siendo @ un vector cualquiera, y k un escalar (nimero real) positivo, kd sea un vector con la misma
direccién que d y cuya magnitud sea k ||a || (k veces la magnitud de a).

En si la multiplicacién de un escalar por un vector, el escalar multiplica a cada componente del
vector como se ve en el siguiente ejemplo:

E = (al, az, a3) a = (3, _4,5)
ka = k(ay, az a3) 2a = (6,-8,10)
ka = (kay, kay, kas) —3a =(-9,12,—-15)

Ahora debemos preguntarnos cémo debe ser kd para los casos en los que el escalar k sea cero o

negativo. Primeramente, para definir un vector cero (6), se espera que d + 0=d (ver figura 25), lo
que implica que tal vector tenga magnitud cero, de manera que su origen y extremo deben ser el

mismo punto.

Fig. 25. Suma con vector nulo F|g.26. Vectory su opuesto

Por otra parte, dado cualquier vector d, el vector —d se define como aquel para el cual @ + (—d) = 0,
de manera que —d debe ser el vector que tiene la misma magnitud que d pero la direccién opuesta
(ver figura 26).

Ejemplo 11

Sean los vectores:

a=(321) b =(4,0-2) ¢ =(3-20)
Calcular:

a) a+b+¢

b) 2a +3b-2c
C) —@+2b —4C
d) llall

15



e) ||@+b||

f) ||2a + 3b — 2¢||

Solucién

a) a+b+¢

Para sumar dos 0 mas vectores Gnicamente se suman sus componentes

@+b+¢c=3+4+32+0-21-2+0)
Entonces
a+b+c=(100-1)

En la figura 27 se observa la representacion grafica de los vectores; en la primera figura se grafican

los vectores a, b y ¢ que parten del origen, pero en la siguiente imagen se representan los vectores
uno continuo de otro siguiendo el método del poligono para obtener el vector resultante

@+b +¢=(10,0-1).

Fig. 27. Representacion gréfica de la suma de los vectores @+b+¢

b) 2a +3b-—2¢

Multiplicando cada vector por los escalares correspondientes

2a = (6,4,2)
3b = (12,0,—6)
—2¢ = (—6,4,0)

Entonces:
2@ +3b—2¢ = (6,4,2) + (12,0,—6) + (—6,4,0)
2a+3b—-2c=(6+12-6, 4+0+4, 2-6+0)
2a +3b-2¢ = (12,8,—4)

En la figura 28 se observa la representacion gréafica de los vectores; en la primera figura se grafican

los vectores 2a, SFy —2c que parten del origen, pero en la siguiente imagen se representan los
vectores uno continuo de otro siguiendo el método del poligono para obtener el vector resultante

2@ +3b —2¢ = (12,8,—4).
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2

Fig. 28. Representacion grafica de la suma de los vectores 2@ + 3b — 2¢

©) —-@+2b —4c
Multiplicando cada vector por el escalar correspondiente

—_—

%a’:(i,i,l) 2b =(8,0.-4) ¢ =(3,-2,0)

1‘+2F 4c = (311)+(80 4)-(3,-2,0
52 c=-(315 ,0,—4) — (3,-2,0)

1‘+2F ‘—( 3+8 3 1+0+2 1 4 o)
22 c={"2 ’ ’ 2
1‘+2F ‘—(71 9)
22 c=\z72

En la figura 29 se observa la representacion gréafica de los vectores; en la primera figura se grafican
1— 17 — . T .

los vectores —-5a, 2b y — ¢ que parten del origen, pero en la siguiente imagen se representan los

vectores uno continuo de otro siguiendo el método del poligono para obtener el vector resultante

la+2b *—(71 9)
22 c=\72)

2n,r

. L. . 11— 0 =
Fig. 29. Representacion gréfica de la suma de los vectores — Ea ,2b yc
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d) Ifall

Para calcular el modulo del vector aplicamos la ecuacion:

lall = Vaq?+ ay? + az?
Sustituyendo valores

@l =V (3)% + (2)2 + (1)2

Simplificando

ldll=vo+4+1
lall = V14 lld|l = 3.7417

En la figura 30, se muestra el vector y el valor del médulo obtenido en GeoGebra como se explico
en la seccion 2.5.
z

&

-0‘
I A S

B=37417 07
) A\"\g ¥
= 3
1

Fig. 30. Representacion gréfica del vector @ y célculo del médulo

w4
o

e) [|la+b|

Primero obtenemos la suma de los vectores d + b

Sustituyendo valores

Calculando el médulo del nuevo vector

”a‘l'_[;” = \/alz +a22 +a32
Sustituyendo valores

|@+B]| = V(7% + @7 + (-1)?
Simplificando
l@+b|=va9+4+1
|d@ +b|| = V54 |@ + b|| = 7.3485

En la figura 31, se muestra el vector y el valor del modulo obtenido en GeoGebra como se explico
en la seccion 2.5.
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Fig. 31. Representacion gréafica del vector (@ + b) y calculo del médulo
f) ||2a + 3b — 2¢||

Del inciso “b” se tiene:
2a +3b—-2c =(12,8,-4)

De la misma forma que el ejemplo anterior

||ZE+3B—2F|| =\/a12+a22+a32

Sustituyendo valores

2@ +3b - 22| = V(12) + (8)% + (=4)?
Simplificando
2@ + 35 — 2¢]| =VId4 T 64 7 16
|2@ +3b — 2¢|| = V224
|2@ + 3b - 2¢| = 14.9666

En la figura 32, se muestra el vector y el valor del médulo obtenido en GeoGebra como se explicé
en la seccidn 2.5.

z

12
2a +3b—2c = (8 )
—4
Fig. 32. Representacion gréfica del vector (2a + 3b — 2¢) y célculo del médulo

e
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2.7. Vector unitario

Un vector unitario es todo vector cuya magnitud sea la unidad que conserva la misma direccion y
sentido del vector original. Ahora bien, de acuerdo con la definicion dada para la multiplicacion de
un escalar por un vector, si @ es un vector cualquiera, no nulo, y d, es el vector unitario cuya
direccién es la de d, entonces ||d, || sera un vector cuya magnitud es igual a uno con la direccién
del vector original, es decir

a=|allld,ll
De la ecuacién anterior, despejamos a,,
N 1 _
d, =—=—4a
, Tl
O bien
. a
a, — ——S—
“oall

La primera ecuacién es muy importante, y nos indica que cualquier vector puede expresarse como
el producto de su magnitud y el vector unitario con la misma direccion que el vector dado.

Demostraciéon
Sea el vector
a= (a;,a;,a3)

Para el vector unitario se puede utilizar

O bien

Sustituyendo

o (al a, as )
a, = YTRRTE Y
o \lall na” nai

El médulo de d se calcula aplicando la ecuacioén

ldll = Va,?+ a2 +a,?

Elevando al cuadrado

2
lal? = (Vai? + a7 +as?)
Simplificando

l@ll? = a12 + az2 + a32
De acuerdo a lo anterior

N a; \? a; \? as \?
lau = (7o) + (i) + (o)
" llall llall llall
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2 2 2
ai +a; +a;

lld, Il = =
“ lla]|?
.l a?+ a3 +a?
a = _—
U a?+as+a?
ld, |l = V1
la,ll =1
Ejemplo 12

Sea el vector d = (5,—4,3) obtenga su vector unitario
Solucién:

Calculando el mdédulo del vector aplicando la ecuacién

ldll=va;2+a2+a;?

Sustituyendo valores

ldll=v(5)2+ (4?2 + (3)?
Simplificando

ldll=v25+16+9

= 7.0711 unidades

Como el vector unitario se obtiene aplicando la ecuacién

a _(‘11 a a3>
oAananal

Sustituyendo valores

R (5 —4 3)
a = e R Ra——
“ \V50°v50 V50
@, = (0.7071, 05657,  0.4243)

Se observa que el vector unitario es un vector de magnitud uno en la misma direccién del vector
original

2.7.1. Vector unitario en GeoGebra

Introducir en la barra de entrada el comando Vector(<Punto>) y posteriormente VectorUnitario
(<Objeto>).
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Ejemplo 13

Calcular y graficar el vector d@ = (5,—4, 3) con su vector unitario.

z

Fig. 33. Representacion gréaficay calculo de vector unitario del ejemplo 13 en GeoGebra

Como se observa en la figura 33, el vector unitario calculado en GeoGebra es igual que el obtenido
analiticamente.

Ejemplo 14

Una particula se mueve con una velocidad de 5 ™/ , en la direccién opuesta del vector a =
(2,-3,5). Determine las componentes del vector velocidad.

Solucién:

Conocemos las componentes del vector @ = (2,-3,5), como la particula se mueve en la direccién
opuesta del vector; calculamos el vector unitario y luego multiplicamos por —5.

Calculando el médulo del vector

@l =22 + (=3)% + 52
lall=v38

Dividiendo cada componente del vector entre el valor de su modulo

N 2 -3 5
%~ (575 75

a, = (0.3244,-0.4867,0.8111)

Multiplicando cada componente por el escalar -5 que es la velocidad de la particula.

— 2 -3 5
V=—5(ﬁ,ﬁ.ﬁ)

__<—10 15 —25)

O bien

V38'+/38° V38
V = (—1.6222,2.4333,4.0555)

Siguiendo el mismo procedimiento para obtener el vector unitario en GeoGebra, en la figura 34 se
muestran los vectores correspondientes.
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.
0.3244
a, = (0.4867)
0.8111
Fig. 34. Representacion graficay calculo de vector unitario del ejemplo 14 en GeoGebra

Como se muestra en la figura 34 los valores de los vectores obtenidos en GeoGebra es igual que el
obtenido analiticamente.

Ejemplo 15

Determinar un vector g en la misma magnitud que el vector = 4@ —3b +¢ y en la direccion
opuesta que el vector d y e, donde:

@ =(2,-3,1)
b =(-4,1,-2)
T=@3,-21
d =(2,-1,3)
e =(81,5)
Solucioén:

Como se requiere un vector en la direccién opuesta que el vector resultante de d + e, calculamos
Su vector unitario.

d +¢ = (10,0,8)

|17 +e)| =iz r o re

la +2]| = vies
@+ ( 10 0 8 )
e = ) )
“ V164 V164 V164

La direccion opuesta es

— 10 0 8
d+e), = (— , = )
( Ju V164 V164" 164

Como se requiere que tenga la magnitud del vector p" = 4a — 3b +¢
Calculamos

4a = (8,-12,4)
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—3b =(12,-3,6)
c=(3,-21)
Sumando

p =(23,-17,11)

Calculando su médulo

Ipll = /232 + 172 + 112
2l = V529 + 289 + 121

Ipll = V939

Como los vectores ¢ = p en magnitud, pero en direccion opuesta a vector Ey'e‘, entonces
multiplicamos la magnitud de p por el vector unitario opuesto (d + e),

-10 0 -8
ﬁ==V939< )

V164 V164 V164
Simplificando
g=(-2393, 0, —18.14)

En la figura 35 se muestra la representacion gréafica del vector g.

Fig. 35. Representacion grafica del vector g del ejemplo 15
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3. PRODUCTO ESCALAR

El producto escalar, también conocido como producto interno, producto interior o producto punto.
Para realizar esta operacion se requieren dos vectores y da como resultado un escalar, el cual resulta
de la sumatoria de los productos de las correspondientes componentes de cada vector.

n

[i . B = Zakbk
k=1

b= axby + a,b, +a,b, + -+ a,b,

Qu

Ejemplo 16

Sidad =2+3—kyb=i—j+ k calcular
a) d+5b y

by @-b

Solucioén:
@) d+5b =2 +3j—k+5@1—j+ k)
3+ 5b=2i + 3i — k + 5i- 5j +5k
G+ 5b= 71— 2j + 4k
b) @-b=(2+3—k-(i—j+k)
d-b=21+3D-1()
d-b=2-3-1
i b= -2

El producto escalar es conmutativo y distributivo con respecto a la suma, es decir, si d, by ¢son
tres vectores cualesquiera, ya sea en el plano, o en el espacio, entonces, se cumple:

ad-b +¢)=d -b +d-¢
b)d -b =b -d
)ka-Ab =kA(@-D)
Ejemplo 17
Sean los vectores
a=32-4 b =(6-31
Realizar la siguiente operacion 3a - 6b
Solucion:
Realizamos el producto de un escalar por un vector

3@ = (9,6,—12)

6b = (36,—18,6)

3@ -6b = (9,6,—12) - (36,—18,6)

3@ 6b = ((9)(36) + (6)(—18) + (—12)(6))
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3@ -6b =324 —108 — 72
3a -6b = 144

Ejemplo 18

Sean los vectores

@ = (5-14)
b =(0,-32)
T =(17,5)

Realizar la operacion
Solucién

b +¢=(1,47)
Entonces

a-(b+70)=(5-1,4 - (1,47)
a-(b+c)=5-4+28

@ (b +¢)=29
Del otro lado de la igualdad

@a-b+a-c=(5-14)0-32)+(5,-1,4)(1,75)
ab+a-c=0+3+8+5—-7+20
a'b+a-c =29

3.1. Producto escalar en GeoGebra

El calculo del producto escalar se realiza introduciendo en la barra de entrada
ProductoEscalar(<Vector>,<Vector>).

Ejemplo 19

Calcular en GeoGebra 3a - 6b, donde, @ = (3,2,—4) y b = (6,—3,1) (Ejemplo 15).

En la barra de entrada se introduce la siguiente instruccion: ProductoEscalar(3(3,2,-4),6(6,-3,1)).
El resultado es 144, que fue el mismo del ejemplo 17.

3.2. Ortogonalidad entre dos vectores

- T 4 4
Sean dos vectores @ y b , que forman los catetos de un triangulo rectangulo, como se observa en
la figura 36.

o 1 - 2 3

Fig. 36. Vectores ortogonales
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Geométricamente se puede establecer que d y b son ortogonales (perpendiculares), siy solo si el
triangulo descrito cumple con la siguiente condicion.

alamz+ (5 )°= (la +5|)°

Como

a = (ay,a;,a3) y (@ ID? = af + a3 + a3
— N2

b = (by, by, b3) y (“b ”) = b12 + b22 + b:’%

. — (2
(Il@+b11) = (a; +by)* + (az + b)* + (az + b3)*
Sustituyendo los vectores por sus componentes y desarrollando los binomios

a? + a3 + a2 + b? + b2 + b? = a? + 2a,b, + b? + a3 + 2a,b, + b? + a% + 2azb; + b?

Simplificando
0= 2(31b1 + azbz + a3b3)
E = albl + azbz + 33b3
Como

0
E = albl + azbz + a3b3

Si observamos el segundo miembro de la igualdad corresponde al producto escalar.

G -b =ab,+ ayb, + a,b, + -+ apb,
Entonces
0O=a-b otambién da-b=0

Queda demostrado que dos vectores son ortogonales si su producto escalar es igual a cero, no
debemos perder de vista que todo vector nulo es ortogonal a todo vector.

Ejemplo 20

Determinar cudles de los siguientes vectores son ortogonales
a = (=264 y b= (3,%,1)

¢t =(2,-51) y fi =(-3,0,6)

e=3-1 y f=(4,-12)

Solucion:

@b =—6+3+4

Q

‘b=1 #0 Noson ortogonales
cd=—-6+0+6
c-d=0 son ortogonales

e f =12+12+0

e f =24 +#0 Nosonortogonales

o
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En la figura 37 se representan los vectores del ejemplo 20.

b)

c)

Fig. 37. Representacion grafica de vectores a) No ortogonal en 3D b) Ortogonal en 3D y c) No ortogonal en 2D
En la figura 37 se observa que sélo la pareja de vectores ¢ y d son ortogonales.
3.3. Componente escalar sobre otro vector

Sean dos vectores cualesquiera @ y b en un espacio de tres dimensiones. Consideremos al vector
b , al que le corresponde un vector unitario b, en la misma direccién del vector original.

Un escalar k de tal manera que el vector b — kb,, sea ortogonal al vector b.

Geométricamente se muestran los vectores en la figura 38.

y

&l

-1 —_—

Fig. 38. Componente escalar sobre un vector
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Interpretando la figura, tenemos que, para que dos vectores sean perpendiculares u ortogonales se
tiene que cumplir que:

b-(@—-kb,)=0
Desarrollando el producto escalar

Despejando
@b =b kb,
Recordando
g o b
o el
IB]|” = b2 + b3 + b2
b - b =b}+b}+b?
bb = g.i
|
Sustituyendo
d-b=kb - b,
- - l_;
a-b=kb tes
151l
Multiplicando
5 B " B
a-b= kT
]
Simplificando
-2
|
]
Despejando
T
5]

Expresion que se conoce como componente escalar del vector, la cual se representa como:

=

a-

Se lee como: la componente escalar del vector d con base al vector b,es igual al producto escalar
de los vectores @ y b sobre el médulo del vector base. La solucion es un escalar, el cual representa
el tamafio o médulo del vector base sobre el cual se tiene que proyectar el vector @ en forma
ortogonal. Si queremos obtener la componente escalar del vector b sobre el vector @, la ecuacion
sera:

Comp.Esc.d; =

S

Comp.Esc. 1_55 = %
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3.4. Componente vectorial sobre otro vector

La componente vectorial de un vector d sobre otro vector b la cual se simboliza Comp.Vec.d; esun

vector, el cual resulta de multiplicar la componente escalar del vector d@ con base el vector b por el
vector unitario de la base, esto es:

|

(S

a:

Comp.Vec dz = b,

=

Sustituyendo
o
5]l

|

Comp.Vec. dy = G

|
Simplificando

L _abyp
Comp.Vec. az = %Tb

Si queremos obtener la componente vectorial del vector b sobre el vector d, la ecuacion sera:

_ab .
1@l

Comp.Vec. Ba
Ejemplo 21

Sean los vectores a = (3,5) b = (—2,4). Calcule las componentes escalar y vectorial del vector d
sobre otro vector b y en forma reciproca.

Solucioén:

8|
&

Célculo de la componente escalar, aplicamos la ecuacién: Comp. Esc. d;

=

Calculamos el médulo del vector base aplicando la ecuacion:

||B|| = /blz +b22

Sustituyendo valores

5]l = V4 + 16
IB]| = v20

Calculando el producto escalar entre ambos vectores

=35 (=24
—6+20
=14

b
‘b
b

]l 8 8|

Sustituyendo en la ecuacién

. @b
Comp.Esc. ag = h
Comp.Esc. @z = —

P-55€ 45 = 735

Comp.Esc. d; = 3.13
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Célculo de la componente vectorial, aplicando la ecuacion:
L, a-b.
Comp.Vec. az =——b

2]

Sustituyendo valores:

> 14
Comp.Vec. az = W(—Z, 4)

> a9(=2) a9

Comp.Vec. az = (T' T)
Simplificando

Comp.Vec. da; = (—1.40, 2.80)

En forma reciproca se calculara la componente escalar del vector b sobre el vector d, aplicando la
ecuacion

b

- a -
Comp.Esc. b; ZW

Calculando el médulo del vector d, aplicando la ecuacion.

lall = Va,?+a,®

Sustituyendo valores

lall = v(3)? + (5)?

Simplificando

Sustituyendo valores

Comp.Esc. Bﬁ = %

Comp.Esc. Ba =2.4

Calculo de la componente vectorial aplicando la ecuacion:
a-b

——d
llall?

Comp.Vec. Ba =

Sustituyendo valores

Comp.Vec. by = % (3,5

Simplificando
Comp.Vec. by = ((g) (3), (g) (5)>
Simplificando

Comp.Vec. b; = (1.23,  2.058)
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Gréaficamente tenemos:

Ny
Com.Vec. d sobreb o - =
1 Com.Vec. b sobrea

4 ) - 4 0 1 2 3 4

Fig. 39. Componente vectorial sobre un vector

Ejemplo 22

Sean los vectores a = (—1,3,2) b = (5,—4,1). Calcular su componente escalar y componente
vectorial de b sobre a.

Solucion:

Calculando el producto escalar
a-b=-5-12+2

a-b =-15

Calculando el médulo del vector a’, aplicando la ecuacién:

lall = \/a12 +a? +aj?

Sustituyendo valores

ldll =V (D 2+ (3)2 + (2)2

lall=v1+9+4
lall = V14

Célculo de la componente escalar
> ab
Comp.Esc. bz = ?Tn

Sustituyendo valores

-15

Comp.Esc. Ba =0

Comp.Esc.b; = —4.0089

Célculo de la componente vectorial aplicando la ecuacion:

_ @b .
HE

Comp.Vec. Ba
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Sustituyendo valores

-15

Comp.Vec. b; = (-
()

Simplificando

> 15 —45 =30
Comp.Vec. bz = (E'W'W)

Comp.Vec. by = (1.071,—3.2143,—2.1429)
3.4.1. Componente vectorial sobre otro vector en GeoGebra

El célculo y la grafica de la componente vectorial de un vector se obtienen con el procedimiento del
siguiente ejemplo:

Ejemplo 23

Dados los vectores a=(-1,3,2) F=(5,—4,1), apoyandose de GeoGebra obtener la

componente escalar y componente vectorial de b sobre a . Realizar el grafico correspondiente de
los vectores.

Para la dimension 3D en la barra de entrada se escriben tres puntos A (0, 0,0), B(—1,3,2) y
C (5,—4,1). El vector a se forma con los puntos Ay B. El vector b se forma con los puntos Ay C.
En ambos casos se utiliza el comendo de vector.

)2 b D=

/ Recta

<" | Segmento

| Segmento de longitud dada

| Semirrecta

| Vector

Se calcula el producto escalar con el comando ProductoEscalar((-1, 3. 2),(5. -4,1)).

Una vez que se tienen los vectores se utiliza el comando de distancia o longitud y se selecciona el
vector a para obtener el médulo o magnitud del vector.

o7 N msc | <>
./fu' Angulo i

em

%7 Distancia o Longitud

ab
La Comp.Esc. b = ﬂ se calcula introduciendo en la entrada la operacidn de los resultados de 'ﬁ a
15
que para este ejercicio es: ( 74)
_ab
Por ultimo la componente vectorial Comp.Vec. b =g IIZa se obtiene utilizando el comando

Vector((15/(3.74°2))(—1, 3, 2)).

En la Fig. 40 se muestra el resultado de obtener la componente vectorial en GeoGebra, que es el
mismo resultado del ejemplo 22.
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J— .
» Vista Algebraica

® A=(0,0,0)
® B=(1,32)
® C=(541)

(]

— 5 *
(]

v

a=15 deb .

o Widie - AB=3.74
S
b=4.01 Comp. Esc. by

¥ Vista Gréfica 3D

X

4

e Comp.Vec. B&’

L 1
Comp.Vec. bg=|-322) — 1
-2.14

°

Fig. 40. Componente vectorial en GeoGebra del ejemplo 23
3.5. Angulo entre dos vectores aplicando producto escalar

De la siguiente figura:

Q|

-1 —_—

Fig. 41. Angulo entre dos vectores

De la cual obtenemos:

S

k

u

Cos(0) =

Qu

Como el coseno de cualquier angulo es un escalar y no un vector, entonces en el numerador y
denominador calculamos su mdédulo, esto es:

LA
ial

Cos (0) =

Como k es una constante que puede salir del médulo:

Sustituyendo en la ecuacién de coseno, asi como la relacion de vector unitario
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Q-b|| 5
cos(@) < JEILIIE
llall
Simplificando:
I
151 1151
Cos(0) =

llall

Como el médulo se calcula de un vector y no de un escalar, entonces el médulo del médulo sigue
siendo el mismo maodulo, esto es.

51 {151 = 15l
20| = 1
Simplificando:

Cos(9) = 751 : B”B”
5 llliblnan

Cos(6) i-b

0s = —
Bl

0 = Cos™1 (f*{)
l[p(lal

Ecuacion para obtener el angulo entre dos vectores

Considerando la ecuacion:

S

a-
511

Cos(09) = i

Qu

Despejando:
d b = llalll|p[|cos(®)

La ecuacion anterior nos permite calcular el producto escalar cuando conocemos el angulo entre los
dos vectores.

Ejemplo 24

Sean los vectores: a = (—1,3,2) b = (5 —4,1). Calcular el angulo que se forma entre ambos
vectores.

Solucion:

Calculamos su producto escalar:
@b=-5-12+2
@b =-15
Calculamos el médulo de cada uno de los vectores:

lall = \/(112 +a? +aj?
Sustituyendo valores:
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ldll =V (=D 2+ (32 + (2)?
ldl=v1+9+4

ldll = V14
1Bl = % + b, + b2

Sustituyendo valores:

IB] = V&2 + 0 + (12
|b]| = V25 + 16 + 1
5] = v42

»_B’
0 = Cos™! (.ﬁl—_)>
[[B][l1all

6 = Cos™! <%)

Aplicando la ecuacion:

Sustituyendo valores:

Realizando los calculos:
6 = 128.2132°, que es un angulo que se localiza en el segundo cuadrante

3.5.1. Angulo entre dos vectores con GeoGebra

En GeoGebra se introducen los vectores en la Entrada con el comando Vector(<Punto>).
Posteriormente se elige en la ventana angulo y se eligen los dos vectores.

2 e c@)
&' Angulo

em
/ Distancia o Longitud

Y finalmente se seleccionan los dos vectores.
Ejemplo 25

Dados los vectores del problema 20 a = (—1,3,2) y b = (5 —4,1), obtener el &ngulo que se forma
entre ambos vectores utilizando GeoGebra.

L o120l

1
1
+
b
I
i
Fig. 42. Célculo de angulo entre dos vectores empleando GeoGebra
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Como se observa en la Fig.42, el valor del angulo con GeoGebra es igual al obtenido analiticamente
en el ejemplo 24.

3.6. Angulo de un vector con los vectores unitarios (Cosenos y angulos directores)
Sea el vector

a = (ay, ay, az)

Este se puede expresar en funcién de sus vectores unitarios

a = (ay,0,0) + (0,a,,0) + (0,0,a3)

Sacando como factor cada componente

a =a,(1,0,0) + a,(0,1,0) + a3(0,0,1)

Si designamos a: © =(1,0,0) 7=1(0,1,0) k =(0,0,1)

Geometricamente los vectores unitarios se representan

Ll |

Fig. 43. Vectores unitarios en el espacio
Entonces el vector se expresa de la siguiente forma:
d=ai+ayj+azk

Geometricamente este vector se representa

Fig. 44. Vectores en relacion con los vectores unitarios en el espacio
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Relacionando el angulo vector que forma con cada uno de los vectores unitarios.

Alfa (a) es el angulo que se forma entre el eje "x" y el vector a

w_n

Beta () es el angulo que se forma entre el eje "y" y el vector a

n_n

Gama (y) es el angulo que se forma entre el eje "z" y el vector d

Como se muestra en la figura:

Fig. 45. Vectores en relacion con los angulos direcltores en el espacio
Para el angulo alfa (a)
Conociendo los vectores
a = (a;, ay, a3)
1=(1,0,0)
Célculo del producto escalar

= (all a2! a3) ) (11 0! 0)
a,+0+0

QL Q &
~ o~ =~

Q
~l
Il

a

Calculo de los modulos

lall = Va,?+ a2 +as?

121l = /(1) 2 + (0)2 + (0)?
12l = 1

Aplicando la ecuacion para el angulo entre dos vectores

- -
a = Cos™! (#)
IZIHlall

Sustituyendo valores
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a = Cos™! <||(;|l|ﬁ)

Entonces
a
a = Cos™1 (Tl)
llall
Para el angulo beta (B)
Conociendo los vectores
a = (ay, az, as)
7=1(0,1,0)

Célculo del producto escalar
a-j

] = (ay, az, az) - (0, 1, 0)

Qi

J=04+a,+0

Qu

a-j= a,

Calculo de los modulos

lall = \/‘112 +a? +aj?

171l = v/(0) 2 + (1)% + (0)2
17l =1

Aplicando la ecuacion para el angulo entre dos vectores

i
=Cos‘1< — )
g TR

Sustituyendo valores

= cos” (1)

Entonces

a

= Cos‘1< 2
g 1al

)

Para el &ngulo gama (y)
Conociendo los vectores
a = (aq, az, az)

k =(0,0,1)
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Célculo del producto escalar

-

a-k

i k= (ay, az, a3) (0, 0, 1)
G-k=0+0+as

i k=as

Calculo de los moédulos

ldll = Va,?+a,? +a;?
K|l = /(0% + (0) + (1)?
Ikll = 1

Aplicando la ecuacion para el angulo entre dos vectores

%-E
Y= Cos™! (%)
[Fel[nan

Sustituyendo valores

v = Cos™ (II&‘Illzl)>

Entonces

as
y = Cos‘l( = )
llall

En resumen:

a = Cos™! (”%1”) B = Cos™! (ﬁ) , v =Cos™! ("%3") se conocen como los angulos directores de un

vector. De los cuates se forman los cosenos directores.

Cos(a) = == Cos(B) = 22 Cos(y) = ”‘%3”

lall lall

Los cosenos directorios de un vector no pueden ser arbitrarios; y su relacién se puede establecer
como sigue:

2 _ (a1)2 2 — (0-2)2 2 — (‘13)2
Cos™(@) = Gz Cos™(B) = e Cos™(V) = Gapz
Sumando:

2 2 2
Cos?(a) + Cos?(B) + Cos*(y) = (a)” | (a5) (a3)

@z - digin® oo dian?

Simplificando:
Cos?(a) + Cos?(B) + Cos?(y) =

(a1)*+(az)?+(a3)?

(CS

Como:
llall = \/‘112 +a,? +aj?

Entonces:
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(lalD? = a, %+ a® + a3?
2 2 2
Cos?(a) + Cos? + Cos?(y) =
(a) B 62) 42+ a,’+ a,?

Cos?*(a) + Cos*(B) + Cos*(y) =1

Que es la expresion que relaciona los cosenos directores.
Ejemplo 26

Siv = 2.3i+ 4.2j — 3.1k. Obtener la magnitud o médulo y los angulos directores del vector.

De acuerdo con la ecuacion:

lall = Va2 + a® +as?

Tenemos que la magnitud de v es:
[19]] = V(2.3)2 + (4.2)2 + (—3.1)2

[I17]| = V32.54
|I#]| = 5.704 Unidades

Por otra parte, aplicando las ecuaciones de los angulos directores:
= -1 (9 = -1 (92 = -1(93
a = Cos ( ), B = Cos ( ) , ¥ =Cos (||a||)

lal ial
—c _1< 2.3 )
=005 "\5704

a = Cos~1(0.4032)
o = 66.22°

_ Cos‘1< 4.2 )
B= 5.704
B = Cos1(0.7363)

g = 42.58°
L 31
v=cos™ (~5553)
Yy = Cos~1(—0.5434)
y = 122.92°

3.6.1. Angulo de un vector con los vectores directores en GeoGebra

Ejemplo 27

Verificar los angulos directores del vector ¥ = 2.3i + 4.2j — 3.1k en GeoGebra.

En la barra de entrada introducir las componentes del vector con el comado Vector((2.3, 4.2, 3.1)).
Introducir cada uno de los vectores unitarios (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) con el comado

Vector(<Punto>). Posteriormente se selecciona en la ventana angulo, se elige el vector y cada uno
de los vectores unitarios.
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L]
AN ABC CED
.é. Angulo
(=1}
/ Distancia o Longitud

En la gréfica se marcan los angulos directores.

Fig. 46. Obtencidn de angulos directores en GeoGebra

Ejemplo 28
Hallar las componentes de un vector d con médulo 4 y con angulos directores iguales.

Como la condicién es que los dngulos directores sean iguales, entonces:

a=p=y
Las componentes del vector seran:
d= (d1:d2'd3 )
El moédulo del vector es
_ ]| = 4
De la ecuaciéon

Cos?*(a) + Cos*(B) + Cos*(y) =1

Como los angulos son iguales, la expresién se puede colocar en funciéon de cualquier angulo
entonces:

3Cos*(a) =1
Despejando

c _ 1
os (a) = 3

Simplificando
1
Cos (@) =—
(@) 7

Como toda raiz tiene un valor positivo y otro negativo, esto indica que hay dos direcciones de
vectores que satisfacen la condicién de sus angulos directores son iguales.

a= Cos™t (%)
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Entonces las componentes del vector se obtienen aplicando las ecuaciones:

d d d

c = C == C ==

os@=pg  CosB =g CosO) =g
Sustituyendo valores
N
Simplificando
4 = 4

V3

Los calculos son similares para las demas componentes

d, = ||d||Cos(B)

dy = (4) (%)
4
d =7

d; = ||J||Cos(y)

ds = (4) (\/%)

4
d3=‘\/_§

Las componentes del vector son d = (dy,dy,ds) d = (%

En la figura 47 se muestra el vector d.

I
25 )

Fig. 47. Vector del ejemplo 28
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4. PRODUCTO VECTORIAL

Otra operacién entre vectores, es el producto vectorial o producto cruz. A diferencia del producto
escalar, es que el producto vectorial sélo es aplicable con dos vectores en el que se obtiene un nuevo

vector perpendicular a ambos vectores, por ejemplo sean los vectores ZiyE en el espacio
tridimensional al realizar el producto vectorial dxb se obtiene un nuevo vector ¢ en el mismo espacio;
es decir dxb = & Como se muestra en la figura 48 el producto vectorial cumple con el principio de
la regla de la mano derecha. El sentido de dxb es hacia donde sefiala la punta de flecha de este

N
vector, el cual nos lo da el dedo pulgar extendido de la mano derecha, Si tomamos el vector dxb
con la mano derecha tal como se observa en la figura, cerrando los dedos excepto el pulgar que lo
mantienes extendido hacia arriba y giras la mano en el sentido inverso a la marcha de las agujas de

2
un reloj, de dxb sefiala en este caso hacia arriba o positivo.

axb=7¢
F 3

C

. . o 7
Fig. 48. Producto vectorial dxb

En caso contrario sera negativo, el sentido del vector cambia es decir: bxd = —¢. Por lo que inferimos
que el producto vectorial no esconmutativo, es decir bxa da tambien un vector pero en sentido
contrario como se muestra en la figura 49.

bxd=—¢
Fig. 49. Producto vectorial bx @

El producto vectorial axb da como resultado un nuevo vector ¢, perpendicular simultaneamente a
ambos vectores, es decir que el vector ¢ es perpendicular tanto al vector @ como al vector b.

-
El producto vectorial no es conmutativo, al realizar el producto vectorial bxd da un nuevo vector
(=¢) igual pero en sentido contrario.
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4.1. M6dulo del producto vectorial

Consideremos los vectores unitarios en el plano tridimensional
[

2

Fig. 50. Vectores unitarios en el espacio

Si realizamos los productos vectoriales con vectores unitarios en ambos sentidos obtenemos:

ixf=k jxi=—-k ixi=0

jxk =i kxj=—-i jxj=0

kxi=j ixk=-—j kxk=0
Sean los vectores:

Qu

=a.l+ a,j + azk

b =byi + byj + bsk

Realizamos el producto vectorial, también llamado producto cruz
Txb = (ayi + a,j + ask)x(byi + byj + bsk)

Desarrollando

axb = a; by (ixi) + a, b, (ixj) + a,b;(ixk) + a, b, (jxi) + a,b,(jxj) + a,b;(jxk) + azb, (kxi)
+ asb, (kxj) + azbs(kxk)

Como
ixi=0, ixj=k, ixk=-—j jxi=—k, jxj=0, jxk=1i, kxi=j, kxj=—i, kxk=0
Sustituyendo
@xb = a;by(k) + aybs(—j) + ayby (—k) + aybs (i) + azhy () + azby(—i)
Factorizando
@xb = i(ayb; — azb,) — j(ajbs — azby) + k(arb, — a,by)

Si observamos el modelo matematico anterior corresponde a la solucion de un determinante de tercer
orden aplicando el método de menores y cofactores, el cual se desarrolla a continuacion.
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i j k
aXb=[a1 a asl

by b, b;
Solucioén:
axb = i(azbs — azb,) — j(ayb; — azb,) + k(a;b, — azby)

En una forma mas simple se observa que la solucién de un determinante de tercer orden colocados
los vectores en el orden del producto correponde a la solucién de un producto vectorial.

Como el médulo de un vector se obtiene aplicando la ecuacion

lall = Va2 + a®+ as?

En forma similar

||5xb|| =\/a12+a22+a32

Donde:
a; = (a;b3 — azb,)

a, = (a;b; —azby)

az = (a1b, — a,by)

Sustituyendo

dxb = (aybs — ash,)i — (a,bs — asb,)j + (a;b, — azby )k
Reacomodando el segundo término

dxb = (aybs — ash,)i + (asb, — a;b3)j + (a;b, — azby )k

Sustituyendo en la ecuacion del médulo de un vector

||&xb|| = \/(a2b3 —azb,)? + (azhy — a;b3)? + (a;b, — ayb)?
Desarrollando los binomios al cuadrado, que dan como solucién un trinomio cuadrado perfecto.

laxb]|

= \[a32b32 - 2a2a3b3b2 + a32b22 + a32b12 - 2a1a3b1b3 + a12b32 + a12b22 - 2a1a2b2b1 + a22b12

Sumando y restando
a12b12 + a22b22 + a32b32 - a12b12 - a22b22 - a32b32
Reacomodando términos

||&x5|| _ a,2b,* + a;2b,” + a,2b3* + a,2b,* + a,2b,” + ay2bs” + az?h,’ + az2b,” + az?bs?
—(a12b12 + a22b22 + a32b32 + 2a1a2b2b1 + 2a1a3b1b3 + 2a2a3b3b2)
Recordando:
(a+b+c)?=a?+b?+c?+2ab + 2bc + 2ac
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Por:
((@+b)+c)®2=(a+b)*+2(a+b)c+c?=a?+2ab+ b%+ 2ac + 2bc + c?

Entonces:
(a;by + ayb, + azbs)? = a;,2b,* + a,%b,” + az?bs® + 2a,a,b,by + 2a,a3b,bs + 2a,a3b3b,

Por lo que:

||c_ixl_))|| — alzblz + alzbzz + a12b32 + a22b12 + azzbzz + a22b32 + a32b12 + a32b22 + a32b32
—(ayby + ayb; + azbs)?

Factorizando:

laxb]|

= \[alz(blz + b,” + b3®) + ay2(by” + by’ +bs?) + as2(by? + by + b3?) — (arby + ayb, + azhs)?
Recordando el producto punto como:
(C_i * l_;) = (a1b1 + azbz + a3b3)

Por lo tanto:

laxBll = (b2 + 5,2 + b2)(@,? + a2 + a1 - (a-B)’
Recordando:
(@-b) = lldll||b|| cos 6

(@-B)" = (llall ||B]| cos6)’

lall = \/‘112 +a? +aj?

lall*> = a,?+ a,® +‘132

I = b * +b;* + b3’

1B = by %+ b,% + b7

Sustituyendo;

laxB| = J||a||z||5||2 — (Ial|B]] cos 6)°

Elevando al cuadrado cada término

laxBl = a5 - Nt Bl coszo
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Sacando como factor comun ||@||? ||B||2

|laxb]| = \/II&IIZIIBHZ (1 — cos26)
De la identidad trigonométrica
sen’d + Cos?6 =1
Sen?8 =1 — Cos?6

Sustituyendo

ldxb]| = \/||5||2||I_9)||2 sen26
Simplificando
|lé@xB| = ll@ll]|B]|Sen(6)

Ecuacién para obtener el angulo entre dos vectores.

oy - ol
el

g = Sen—l( ||&x5|| )
][]l

4.2. Area de un paralelogramo

Sean los vectores d y b no paralelos

Del &rea geométrica de un paralelogramo.

A=b=xh
Donde:
h = altura
b = base
b= |||

Considerando la siguiente figura.

Fig. 51. Vectores formando un plano
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h
Sen (9) = m

h = llll Sen(6)

Sustituyendo en la ecuacion de un area del paralelogramo
A = ||b||lldliSen(8)

Ecuacién que corresponde al mddulo del producto vectorial.

Ejemplo 29

Dados los vectores @ (—3.4,1)yb (1, 3,—2), hallar el producto vectorial &xl_;, el area del
paralelogramo y el &ngulo formado por los dos vectores.

El producto vectorial quedé definido por:

i j ok
dxb =|a; a, aj
by b, bs

Por lo que colocando los vectores en el determinante.

. i j k
axb=1-3 4 1
1 3 -2

La solucion del determinante por menores y cofactores queda.
dxb = i(D(-2) - DB) —j((-3)(=2) = VD) +k ((-3)B3) = WD)
dxb =i(-8—3)—j(6—1) + k(=9 — 4)

dxb = —11i — 5j — 13k

Que también puede quedar expresado:
dxb = (—-11,-5,—13)

El area del paralelogramo es obteniendo el médulo del vector dxb

ldxb|| = Vai? + a2 + as?
Sustituyendo valores.

||d@xb|| = V(=11)2 + (=5)2 + (-13) 2
||d@xb]|| = V315
||(ix5|| = 17.75 unidades cuadradas

El angulo entre los dos vectores se obtiene con la férmula:
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( Jax| )
EIE]

El médulo de dxb se ha calculado, pero ahora se debe obtener los modulos de los vectores
d(=3.4,1)yb (1, 3,-2).

lall =/ (=3)2+ (42 + (1)?
l@ll = V26

5]l = V(D? + B)% + (=2)?
5] = V14

Sustituyendo los médulos en la formula de angulo entre dos vectores.

) («ﬁ)
=Jen 7@@

6 = 68.48°

Es importante mencionar que el angulo entre dos vectores también se puede calcular con el producto
escalar revisado en el punto 3.5.

4.3. Producto vectorial y area de paralelograma en GeoGebra

Ejemplo 30

Sean los vectores d@(—3.4,1)yb (1, 3,—2), hallar el producto vectorial EixB, el éarea del
paralelogramo y el angulo formado por los dos vectores en GeoGebra.

En la barra de entrada introducir las componentes de los vectores con el comado Vector((-3, 4, 1))
y Vector((1, 3, -2)).

Obtener el producto vectorial con el comando ProductoVectorial((-3, 4, 1), (1, 3, -2)).

El resultado que da GeoGebra es un punto, por lo que se introduce el punto A (0,0, 0) y para formar

el vector d x b, se elige el comando “vector” y selecciona los puntos A y el punto que da como
resultado el producto vectorial.

=
/ Recta

" Segmento

SR

& Segmento de longitud dada

/ Semirrecta

| Vector

Una vez que se tiene el vector d x b, se utiliza el comando de distancia o longitud y se selecciona el
vector para obtener el médulo o magnitud del vector, que es el area del paralelogramo.

VJ N Jasc “@’

.ﬁ'ﬂ. Angulo |
;m/’ Distancia o Longitud
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Para el angulo entre los vectores se selecciona la ventana angulo y se eligen los dos vectores.

e .‘C' ABC tg):a
éﬂ' Angulo

cm
/ Distancia o Longitud

En la Fig. 52 se muestra el resultado en GeoGebra, en el cual se verifica que es igual al ejercicio 25,
resuelto analiticamente.

X

P Vista Algebraica » Vista Grafica 30

® 0=68.48°

Fig. 52. Producto vectorial, area del paralelogramo y angulo entre dos vectores en GeoGebra
4.4. Vectores paralelos
Dos vectores son paralelos si la correspondencia entre sus componentes es igual o proporcional.
Sean los vectores:

=aq i+ a,j +azk
byi + b,j + bsk

Sl Qu

Son paralelos si:
a; = by a, = b, as = bs

Dos vectores son paralelos si su producto vectorial es igual a cero.

i j k
dxb=|a; ap az

by b, bs
dxb =0

Hasta este momento se tiene que dos vectores son perpendiculares si su producto escalar es igual
a cero y son paralelos si su producto vectorial es igual a cero:

lsigxb=0 |sida-b=0
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Dos vectores son coincidentes si:

Cuando cumplan con la propiedad de ser paralelosy que unpunto € @ y € b.
Ejemplo 31

Sean los puntos P (—2,3,1), Q (1,—1, 2) y R (-2, 2,—2) que forman los vértices de un triangulo.
Hallar el &rea del triangulo y sus angulos internos.

Para comprender el problema, primero se localizan los puntos en el espacio (figura 53) y se forman
los vectores que son los lados del triangulo.

—

. QP %

~ ,._7

QR
: m..-.n..iﬁR( 2,2,-2)

s P(-2,3,1)

01, 1 2)=r

i 0 ‘
14

Fig. 53. Vectores formando un triangulo
Del concepto de vector posicion se obtienen los vectores QP, QR y RP.

ﬁ (b1 - al, b2 - az, b3 - a3).

QP(-2—-1,3—-(-1), 1-2) QP (=3, 4, —1)
QR(-2-1, 2—(-1),-2-2) OR (-3, 3, —4)
RP(-2—-(-2), 3-2, 1—(=2)) RP (0, 1, 3)
Utilizando el concepto de producto vectorial:
i j k
C_ixg =la; a, as
by by b3

Con dos de los vectores que forman el triangulo se podra obtener el area del paralelogramo y dividido
entre dos sera el area del triangulo.

i gk
QPxQR =|-3 4 -1
-3 3 —4

La solucién del determinante por menores y cofactores es:

QPXQR = i((1)(—) — (-1D3)) —j((-=3)(-4) — (-1D(-3)) + k((=3)(3) — (4)(-3))
OQPxQR =i (—16+43) —j(12 —3) + k(=9 + 12)

QPxQR =—-13i—9j + 3k
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Ahora se obtiene el modulo del vector QPxQR

[QPxQR|| = (=13)2 + (=9)% + (3)?
||a5x227?)|| = V259 unidades cuadradas

Este valor corresponde al area del paralelogramo, por lo que el area del triangulo sera:

|0PxQR)| V259
2 )

[0PxQR||
2 —_— —— —_—
Valor que corresponde al area formada por los vectores QP,QR y RP.

= 8.05 unidades cuadradas

Los &ngulos internos del triAngulo se obtienen con la formula:

g = Sen—l ( ||ax£_;|| >
||

Para el 4ngulo o, ya se tiene el médulo de ||QPxQR|| = V259, por lo que se va a calcular los médulos
de QP (-3, 4 —1)y QR (-3, 3, —4).

I0P]| = V(=3)2 + ®)? + (-D)? 0P| = v26
[QR]| = V/(=3)2 + (3)2 + (-4)2 1R = v3a

Sustituyendo los valores en la formula:

a=Sen™? <—||_Q_;13x@__l_€J| )
leliljer]

o= s (L)
V2elv3a]

a=32.77°

Para el angulo B, el médulo |[QPxQR|| = V259, es igual si se calculara el médulo ||QPxRP|| (se
recomienda al estudiante realice el calculo para verificar) porqué los vectores estan en el mismo
paralelograma; por lo tanto sélo se va a calcular el médulo de RP (0, 1, 3) porque el médulo de
QP (-3, 4, —1) ya se obtuvo||QP|| = v26.

IRP|| = (07 + MZ+(B)2  ||RP|| =10

Sustituyendo los valores en la formula:
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ﬁ — Sen—l ( || v 259” )
[v2ellflvio]
B = 86.44°

Como la suma de los angulos internos de un triangulo es 180°, entonces se cumple que:

a+p+y=180°
Por lo que el &ngulo ¥, se obtiene:
y=180°—a —p
Sustituyendo los valores:
y = 180° — 32.77° — 86.44°

Y = 60.79°

Resumiendo los resultados, el triangulo formado por los puntos P (-2,3,1), Q(1,—-1, 2) y
R (-2, 2,—2), tiene un area de:

|@PxeE]|

> = 8.05 unidades cuadradas

Y sus &ngulos internos:
a=32.77° p = 86.44° Y = 60.79°

En la figura 54 se muestra el triAngulo con los valores de los &ngulos obtenidos en GeoGebra, como
se explicé en el ejemplo 30, que son los mismos valores que los obtenidos analiticamente.

P(-23,1)

-~ fRP
¥ ’,"

QL1 2) et

Fig. 54. Vectores formando un triangulo y sus angulos internos
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5. TRIPLES PRODUCTOS

Se ha demostrado que el médulo de un producto vectorial representa el area de un paralelogramo.
Si este producto se multiplica por un vector en forma escalar entonces se obtiene un escalar que
representa el volumen de un paralelepipedo o area de un prisma rectangular. Si los médulos son
iguales, sera el volumen de un cubo:

Sean los vectores.
= ali + azj + a3k

= bll + bz] + b3k
= C1i+C2j+C3k

a S Qu

Fig. 55. Producto de tres vectores

El triple producto de los vectores nos da el volumen de un paralelepipedo mediante la siguiente
férmula:

V = (dxb)- ¢
El resultado del triple producto es un escalar.

Algebraicamente tenemos:

ik
dxb=|a; a, a3
b, b, b,

dxb = (aybs — asby)i — (a,bs — ashy)j + (arh, — ayby )k

Para el volumen del paralelepipedo

¢ (&xl_;) = c1(azbs — azb,) — c;(aybs — azhy) + cz(aib, — azby)
Solucién que corresponde a:

5 > a; das a, as a; a;
C'(axb)=C1 bz b3|_C2 bl b3|+C3 bl b2|

Lo que puede representar la solucién de un determinante de orden 3.

€1 G G
5
c-(dxb) = |a1 a; az

e Sielvolumen se divide entre 3 se tendra el volumen de una pirdmide cuadrada o rectangular.
e Si el volumen se divide entre dos se tiene el volumen de un prisma triangular
¢ Si el volumen se divide entre seis se tendra el volumen de un tetraedro.
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Ejemplo 32

Sean los vectores d (—1,2,3), b (0,—2,4) y ¢ (2,—-1,3), que forman un prisma rectangular, obtener
su volumen.

En la figura 56 se muestran los vectores formado el prisma rectangular.

Fig. 56. Prisma rectangular del ejemplo 32

Utilizando el concepto para calcular volimenes de cuerpos geométricos.

c (c_ixb) =[|a, a; as
Se calcula el determinante de orden 3.
. 2 -1 3
c: (dxb) =|-1 2 3
0 -2 4

Resolviendo por menores y cofactores y tomando como cofactor la Ultima fila porqué hay un cero el
cual anulara al determinante menor:

- -1 3 2 3 2 -1
¢+ (axb) = Olz 3|_(_2)|—1 3|+4|—1 2|
c-(dxb) =0+2(6+3) +4(4—1)
c-(dxb) =0+ 18 + 12

¢+ (dxb) = 30 unidades ctbicas
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El resultado es el volumen de un paralelepipedo, pero el volumen de un prisma rectangular es:

c (&xl_;)
Vprisma rect — T
30

Vprisma rect — 7
Vprisma rece = 15 unidades clbicas
5.1. Propiedades del producto vectorial

Mediante las definiciones de las operaciones con vectores y las propiedades de los niUmeros reales,
puede probarse lo siguiente:

1) Sidy b son dos vectores cualesquiera, en el espacio tridimensional,
dxb =-bxd
Es decir, el producto vectorial no es conmutativo.

2) Sides paralelo de b, entonces @ x b = 0.

3) Si a es perpendicular de b, entonces d, b ydxb forman una terna de vectores
mutuamente ortogonales y el paralelogramo definido por d@ y b es un rectangulo, de manera
que [laxb || = [la@ll1lb]l.

4) Entre los vectores unitarios, se tiene que:
ixi=jxj=kxk=0
ixj=k, jxk=i kxi=j
jxi=—k, kxj=—i, ixk=—j

5)

@

id, by son tres vectores cualesquiera, en el espacio tridimensional, d x (b + E) =
+

d
b +dx . Es decir, el producto vectorial es distributivo respecto a la adicién.

Qu

X

6) El sentido del producto vectorial (ver figura 35), puede obtenerse por la regla de la mano
derecha: el sentido de @ x b es el desplazamiento de un tornillo de rosca derecha.

7) Sid, by ¢ son tres vectores cualesquiera, en el espacio tridimensional,
(axb)xé=(@-Hb—(b-¢)a

Esta es una manera de escribir el triple producto vectorial (Eixb) X ¢, como una combinacion lineal
dedyb.
8)Siay b son dos vectores cualesquiera, en el espacio tridimensional:
d-(dxb)=b(dxb) =0

Esta identidad es un caso particular de la siguiente proposicion: si dos vectores cualesquiera de los
tres vectores a, b y ¢ son paralelos, entonces el triple producto vectorial entre ellos es cero.
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6. EJERCICIOS PROPUESTOS

Realizar los siguientes ejercicios analiticamente y comprobar su respuesta con GeoGebra.

1. Graficar los siguientes puntos: A (—4,-3,0), B (5, 2,—-1),C (-2,
2,0),D (—-3,-3,0),E (4,—4,-5),F (5, 1,-6), G(—2, 1,-5)y H (-3,—4,—4).

2. Con los puntos del ejercicio 1, obtener los vectores siguientes: 4B, DC, HG, EF,
AD,EH,FG,DAy CG.

3. Graficar los vectores de posicion.

a. AB=(-7,0, 1), BD=(-8,-5, 2), AC=(—6,5,0), DG=(1,4,-6) y EC=(—6,6,5).

4. Sean los vectores a=(2,-7, S)yl_;:(4, 8,—3). Calcular la suma, resta y médulo de los
vectores resultantes respectivamente.

5. Multiplicar los vectores del ejemplo anterior por el escalar “3” y representar graficamente
dicho producto.

6. Trazar un triangulo con los puntos A (-2, 3, 5), B(5, 0, 7),C (6, 4,—3) mediante
segmentos de recta y calcular su perimetro.

7. Sean los siguientes vectores @ =2i—j+3k, b=-3i+2j—k, é=-2i—4j+k y
d=—i — j — 3k . Resolver las operaciones que se indican.

a) 2d—3b—¢c+2d

b) ||2b - d|

8. Seanlosvectoresd=2i+j—k b=—i+3j+4k,é=i+2j+3ky d=2j+5k
Calcular:

a) d+3b-2¢

b) 7d —2b +5¢

0 [3d-1/,2+3/,2]

d) ||b+3¢-3/,d|

9. Dados los puntos P = (3,-3,6) y Q = (9,0,—8) y los vectores d =2i—5j+4ky b=i-
5j + 3k, encontrar el vector w = 3d + 5b — 4PQ + 30P.

10. Calcular el vector unitario de V = —3i — 5 + 6k.

11. Sean los vectores a(—2, 3,0) y 5(1, —2, 3), resolver las siguientes operaciones:

a) d-b

b) Comp.Esc.l_;a
c) Comp.Esc. a,
d) Comp.Vec. _b}
e) Comp.Vec. a,
fy dxb

g) bxd

h) x|
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12.

Calcule el coseno del angulo formado por los vectores dados.

a)d(-1,2,3)yb(-2,-1, 1)
b) ¢ (2,3,5) yd (5,-2, 3)

13.

14.

15.

Encuentre el vector perpendicular a los vectores 4 = (2,3,—1) y ¥ = (3.-5,2) de magnitud
igual a 3.

Hallar el vector unitario en la direccion y sentido de la resultante de los vectores
d=2i+4j—5kyb=i+2j+3k.

Obtenga los césenos, directores de cada vector dado.

i=(5012) y b=(-3-5,2)

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

. N 2 -6
Si para un vector v el cosa = oY cosf = o calcule el cosy.

Los puntos A = (0,-2,3), B=(3,—-1,5) y C = (—2,3,5) son los vértices de un triangulo.
Determine el area de dicho triangulo y sus angulos interiores.

Obtener un escalar # de manera que d = 3i + fj — 5k y b=i+ 2j + 3k, sean paralelos.

Calcular el volumen del paralelepipedo gque tiene como aristas a los vectores d = —i + j, b=
—2i—j+4kyd=2i+2j+2k.

Calcule el é&rea del paralelogramo cuyos lados adyacentes son u=3i—j+k,
v=3i—2j—k.

Supéngase que d, by ¢ son vectores no nulos tales que @ - (bx &) = 0, ¢, Qué conclusion
geométrica se puede obtener respectoa d, by C.

Sid=i+j—2k,b=—i+4j+kyd=2i+2j+ 2k, calcular:
ax ax)

a) b
b) a - (Ex )

al

al

Calcular el volumen de un tetraedro con vértices A(3,-4,8), B(5, 4,3), C(@3, 7,
3)yD (-5, 7, 0).
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