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Integracion numeérica

— Motivaciones
La integraciéon numérica es un tema de los Métodos Numéricos, que consiste en calcular la
longitud de una curva, area y/o volumen, con limites bien definidos.
En la integracion numérica se emplean procedimientos y algoritmos que, por medio de
operaciones aritméticas, generan un valor aproximado de la integracion definida.

Los objetivos de la presente leccion son los siguientes:

Proponer una solucidn a situaciones que involucren la sintesis y/ o acumulacién como
efecto del producto de una variable independiente con su variable dependiente, en un
intervalo [a, b].

Tomar decisiones fundamentadas sobre la eleccion de métodos tipicos de solucidn,
desde el reconocimiento del empleo de un método analitico y/o en su caso, a las
formulas de integracion numérica de la familia Newton-Cotes.

Implementar las férmulas de la Regla del Trapecio, Simpson 1/3 y Simpson 3/8.
Emplear software indicado y/o en su caso disefiar programas especializados para hacer
corridas, y estimar el concepto de error.

Interpretar resultados en el contexto del problema.

Para comprender los objetivos de esta leccion, te ayudamos a recordar que una integral,

como su nombre lo indica, expresa:

a) Una accion por la cual las partes se integran en un todo, lo que te ayuda a
comprender un fendmeno y/o situacién en su totalidad.
b) Una accidn, a partir de la cual es posible completar, con las partes que le faltan, un

todo.



Asignatura Tema Autores

Métodos Numéricos Integraciéon numérica Nelly Rigaud Téllez
Derechos de autor
CC-BY-NC- SA

Métodos de Newton-Cotes Roberto Blanco Bautista

Por eso, en una integral se realiza una generalizacién de una suma continua, encuadrada en
el calculo infinitesimal y en el analisis matematico de una funcién, donde la integracion por
medios analiticos consiste en emplear una formula exacta o una combinacién de férmulas
gue generan la primitiva sin margen de error.

La integracién numérica se constituye de una familia de algoritmos para estimar el valor
numérico de F (la derivada de la funcién primitiva), mediante aproximaciones, de ahi su
nombre.

La integracidn numérica es diferente de una integracién analitica en dos sentidos:
Primero, como método numérico, proporciona una solucién aproximada, en este sentido,
el analisis del error requiere tomar en cuenta la eficiencia del algoritmo empleado.
Segundo, no produce una funcién elemental, en realidad produce un valor que representa
la longitud de una curva, el drea y/ o volumen bajo la curva, de ahi la necesidad de definir
intervalos de inicio y fin.

La eleccion entre un método numérico o un analitico se debe a uno de los tres siguientes
Casos:

a. Una funcién continua en su dominio que puede ser un polinomio, una funcién
exponencial y/ o trigonométrica. La integracién puede ser evaluada de manera analitica,

esto es, empleando formulas de integracion. Por ejemplo:
fsenxdx = —cosx + C

Aqui, se ha empleado la integral indefinida, por ello, el empleo de la constante de

integracién C.

b. Una funcién continua complicada que es dificil, o practicamente, imposible integrar

. ’ . . . . —x2
directamente, con formulas, como la del ejemplo anterior. Por ejemplo, las funciones e ™*",

senx COoSX . , .
, , V1 — k?sen?x . En este tipo de casos se tendrian que abordar integrales

X X

dobles y triples.
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c. Una funcion expresada en forma tabulada, en términos de contar con valores x y f(x)

gue son dados en un numero discreto y finito de puntos, como resultado de un
experimento, datos experimentales, de trabajo de campo o, en general, obtenidos de una
investigacion aplicada. En este caso, solo se cuenta con pares de coordenadas, sin conocer
la funcion.

Por ejemplo, en el experimento de determinar el alargamiento de una pieza mecdnica
cuando es sometida a cargas diferentes, se tabula el alargamiento para distintas fuerzas.
Esto origina una tabla de dos columnas relacionadas con valores discretos (fuerza-

alargamiento).

Para tratar con casos como los incisos b. y c. existen procedimientos numéricos, tal es el
caso, de las formulas de la Regla del Trapecio, de Simpson 1/3 y de Simpson 3/8, las cuales
corresponden a tres métodos numéricos clasicos de integracién definida. En los tres
métodos, se requiere definir los limites de la integracidn, y que las distancias entre las
variables independientes x,, x4, ..., X,, , Sean equidistantes.

Asimismo, se emplea un polinomio de interpolacién que aproxime la funcién f en un
intervalo [a, b], de acuerdo con el nimero de intervalos que tengan y también observando
la grafica que se obtiene de la tabulacién de coordenadas.

Hay otra familia de métodos, que se emplean cuando se utilizan valores de f(x) en abscisas
desigualmente espaciadas, y que estan determinadas por ciertas familias de polinomios
ortogonales, llamados Formulas de Cuadratura Gaussiana.

Como método numérico, es indispensable programar y/o usar un software para las
formulas de la Regla del Trapecio, de Simpson 1/3 y de Simpson 3/8, asi como reinterpretar

los resultados y el concepto de error.
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—> Estructura de la leccion

La presente leccion estd organizada por niveles de aprendizaje, del uno al cuatro, en donde
se entremezclan capsulas explicativas sobre la naturaleza de la integracién numérica con la
presentacion de solucién de problemas, paso a paso, que se describen con modelos
matematicos, principalmente, aquellos que se presentan en el desempefio profesional.
Cada nivel tiene un propésito, tal es el caso que el nivel 1, estd referido a la adquisicidon y
compresidon del conocimiento. En este nivel el estudiante requiere recordar sus
conocimientos previos y ubicar en forma concreta fendmenos proclives a ser tratados con
Métodos Numeéricos. El nivel 2 trata del uso de conceptos y habilidades cognitivas que
permitan la aplicacidn de la integracién numérica.

El nivel 3, tiene una orientacidn estratégica para razonar acerca de los algoritmos, y para
tomar decisiones en la solucidn de problemas, es un nivel de analisis y sintesis. Finalmente,
el nivel 4, va hacia el disefio, tiene una orientacién en la que el estudiante use lo que ha
aprendido, no solo en la asignatura de Métodos Numéricos, también en otros contextos

académicos y externos, que se refleje en su creacion.

— Recursos digitales

https://cutt.ly/Mfrt1Al

El sitio comprende software didactico que te apoya en realizar el analisis y proceso de
solucién numérica, incluye la integracidon numérica. Asimismo, contiene videos tutoriales

gue te orientan en cdmo aprovechar los beneficios del software descargable.

https://www.zweigmedia.com/RealWorld/integral/integral.html|

Es un sitio para estudiantes que desean usar una calculadora para obtener los valores de

la integracidn numérica definida, por distintos métodos.

http://demonstrations.wolfram.com/NumericallntegrationExamples/

Puedes encontrar demostraciones interesantes de integracion numérica, mediante el uso

de wolfram.

https://youtu.be/Z3C3411MMx4



https://cutt.ly/Mfrt1AI
https://www.zweigmedia.com/RealWorld/integral/integral.html
http://demonstrations.wolfram.com/NumericalIntegrationExamples/
https://youtu.be/Z3C341IMMx4
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https://youtu.be/Oyj7eulTP |

https://youtu.be/N47KX1qgolPU

https://youtu.be/SrVDxL1p430

https://youtu.be/rbyEVNSvUoY

Videos con ejemplos de aplicaciones practicos.

— Desarrollo
Nivel 1 (En qué situaciones se emplea la integracion?
A continuacidn, se presentan casos que distinguen cuando emplear el concepto de
integracion.
Caso 1 Aplicaciones a las leyes de Newton. Un ejemplo tipico es conducir un automavil en
una carretera recta, con un conductor que esta acelerando y frenando constantemente.
La segunda Ley de Newton se encarga de cuantificar el concepto de fuerza F. Indica que si
conocemos F(t), la fuerza en funciéon del tiempo, para movimiento rectilineo, la segunda ley

de Newton nos da a(t), la aceleracién en funcién del tiempo:

dv_F

dt m
Donde las propiedades inerciales de un cuerpo se caracterizan por su masa m. La

., . . . . dv T
aceleracién se obtiene al derivar la velocidad con respecto al tiempo e lo cual indica que

la aceleracién de un cuerpo bajo la accién de un cuerpo de masa es directamente
proporcional a la suma infinitesimal de la fuerza neta F.

En este caso, la velocidad del mévil tendra el siguiente formato
F
dv= | —dt
m

Caso 2 Trabajo efectuado por una fuerza variable. Considerando de nuevo el primer caso,

con desplazamientos sobre la carretera de x; a x5.


https://youtu.be/Oyj7euLTP_I
https://youtu.be/N47KX1qoIPU
https://youtu.be/SrVDxL1p430
https://youtu.be/rbyEVNSvUoY
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La grafica 1 comprende la componente x, con respecto a la fuerza F,.. En su componente en
X, genera lo siguiente:

F, La altura de cada franja La grafica 1 de la fuerza en funcién de

fé@PfC?ﬂZi}m la fuerza Fa/ffx la posicion, muestra divisiones de
romedio para
g;e ime;va%;;, Fdx// desplazamientos Ax;.
. Fpy /a/ La multiplicacion sucesiva de Ax; por
= F,;, genera la obtencién sucesiva de las
x, Ax, Ax, Ax, X5 & areas de los rectangulos.

Grdfica 1 Funcion de trabajo

Esto permite obtener el trabajo (W) realizado por la fuerza de llevar el automavil de un sitio

X1 @ Xs.

Tres implicaciones se muestran con el ejemplo:

(a) En una gréfica de fuerza en funcion de posicion, el trabajo total realizado por la
fuerza esta representado por el area bajo la curva entre las posiciones inicial y final.

(b) El trabajo W es igual a la suma de los productos de las fuerzas variables F,, por los
desplazamientos infinitesimales dx.

(c) Se estan relacionando dos conceptos aparentemente aislados, la fuerza F y el

desplazamiento.
Caso 3 Superavit de consumidores y productores. El mercado determina el precio al que
un producto se vende. En un mercado en equilibrio, los consumidores compran la misma

cantidad del producto que los fabricantes quieren vender.

La relacion entre la cantidad producida q y el precio p se llama demanda d.
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No obstante, algunos consumidores estan dispuestos a gastar mas por un articulo que el
precio de equilibrio. El total de las diferencias entre el precio de equilibrio del articulo y los

mayores precios que todas esas personas aceptan pagar, se llama superavit.

La curva de la grafica 2 representa a la demanda,

donde se muestra la relacién de cantidad de

) articulos q,, con respecto al precio que los
\ curvade consumidores estan dispuestos a pagar.
'\ demanda
superavit \ En particular, el drea sombreada en color lila
delos [\
consumidores ol representa el superavit.
0 p=d(q)
Asimismo, el area bajo la recta y = p,y, muestra la
a4 A
N 9, q demanda total de consumidores que realmente
v

gastaran en el precio p, en equilibrio.

Grdfica 2 Relacion cantidad-precio

Existe una implicacion:
(a) El superavit esta dado por el drea que se forma entre la interseccién de dos curvas
con el eje y: Una es la funcién de demanda y la otra es la recta del precio en equilibrio.

Se genera una funcion primitiva de demanda que representa la ganancia de consumidores:

do
D= (q(x)—po)dgq
0
La integracidn representa el drea entre la interseccion de las curvas.
Caso 4 Momento estatico y momento de inercia. Un cuerpo rigido en rotacién es una masa
en movimiento, asi que tiene energia cinética que podemos expresar en términos de la
rapidez angular del cuerpo y una nueva cantidad llamada momento de inercia, que depende

de la masa del cuerpo y de la forma en que se distribuye tal masa.
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La palabra “momento” implica que la inercia depende de la distribucidn espacial de la masa
del cuerpo; nada tiene que ver con el tiempo. Para un cuerpo con un eje de rotacion dado
y una masa total dada, cuanto mayor sea la distancia del eje a las particulas que constituyen
el cuerpo, mayor serd el momento de inercia.

La integracion tiene que ver directamente con la forma geométrica del objeto. Se obtiene
el modelo que represente el drea y se divide el cuerpo en elementos muy pequefios de
masa dm, de modo que todos los puntos de un elemento estén practicamente a la misma
distancia perpendicular del eje de rotacion, de modo que el momento de inercia se puede

Ver como

I=fr2dm

Donde r representa el radio de giro.

Actividades de aprendizaje

De las siguientes preguntas, lee con atencion lo que se te pide y elige la opcidon correcta.
a. Suponga la curva del seno. Se desea obtener su drea en el intervalo [0,27]. ¢ Qué sucede

con el resultado de la integral definida en ese intervalo?

i Se considera la | ii. Se anula el resultado | iii. No es posible

simetria de la curva obtener el drea

b. Suponga una empresa y sus ganancias en el intervalo de tiempo [t;, t,], de acuerdo con

el siguiente grafico 3. La empresa, égand?, ¢perdid?, équé ocurrid?

10
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t

t;

Grdfica 3. Curva de finanzas en un segemento de tiempo
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No gano, ni perdié ii. Perdid iii.

c. Analiza el caso y responde los cuestionamientos. Genera una grafica para cada caso.

El

[leno.

consumo

combustible en tu hogar

suele partir de un tanque

en el tanque en cada instante?

c.1 ¢Cémo serd la grafica de la cantidad de gas contenida

del  gas | c.2 é{Cémo serad la curva del gasto de gas?

este proceso?

c.3 ¢Como se comporta la presion interna del tanque en

Comenta tus hallazgos con tus companeros vy, si tienes dudas, apdyate con tu profesor.

Actividad de aprendizaje

FORO DE DISCUSION. Disefiar una infografia ¢Coémo identificar en un evento

practico/fendmeno cudndo derivar o cudndo integrar?

11
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Nivel 2 Métodos de integracion numérica: Newton - Cotes

La integracién numérica busca estimar una integral definida

Y = fbf(x)dx

Tomando al intervalo [a, b], como dominio de la funcién.

Existen ocasiones, como ya se ha mencionado, que es imposible o muy dificil evaluar la
integral definida mediante métodos analiticos. Teniendo en cuenta del cdlculo que la
integral Y representa el area de la region entre la curva y=f(x), el eje x y las lineas x=a y x=b,
se trata de determinar Y mediante el reemplazo de f(x), por un polinomio de interpolacidn,
o sea, reemplazar f(x) por p(x).

Luego, se integra el polinomio al encontrar el area delimitada por los limites x=a y x=b.

A este proceso se le llama cuadratura gaussiana. Las reglas de integracion numérica
corresponden al grado del polinomio de interpolacién: Los mas importantes son aquellos

degrado1,2vy3.

Regla del Trapecio

éRecuerdas como obtener el area de un trapecio?

El método numérico mas simple para encontrar el drea bajo la curva es la Regla del Trapecio.
El método se basa en aproximar f(x) por un polinomio lineal, por partes en donde se
interpola f(x) en los nodos x, x4, X5, ..., X, (Grafica 4).

Por ejemplo, se quiere evaluar la integral

Y = jbf(x)dx

a

o n

Se comienza por dividir el intervalo [a, b], en pasos de tamafio h, los cuales generan “n

subintervalos.

12
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_ N

v

Xo X1 X2 X3 Xn—2 Xp—1 - Xp

Grdfica 4 Trapezoides con paso h

Donde

Y,
x; =a+ih i=012..,.n—1

Ahora, se considera cada subintervalo

[x;_1,x;] i=012,..,n

Se aproxima el drea bajo la curva f(x) por un trapezoide con paso hy bases f(x;_1) y f (x;).

De manera que, el area del trapecio es:

h
Az = 2 [f (xi—1) + f(x1)]
El area total se extiende sobre el intervalo total [a, b] que es
Atotal = A1 +A2 +A3 + + ATl
h h h
=3 [f (x0) + f(x)] + > G + flx)] + -+ > [f (en—1) + f ()]

Al agrupar términos semejantes, se obtiene la formula

13
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n n-1
Avorar = 5 £ C) + f )] + b ) fx0)

La agrupacion de términos para la Regla del Trapecio se debe a que se ha realizado una

suma de n trapecios.

Una forma de escribir la Regla del Trapecio es asi:

h
Aotal = 2 (Yo + ynl + hz resto de las ordenadas

A continuacidn, con base en lo anteriormente presentado, se tienen las formulas de los tres

métodos, donde h es la distancia entre los valores de x (abscisa equidistante).

Regla del trapecio | La aproximacion considera areas de trapecios, y su férmula

generalizada es:

A
p1(x)
f(xl)/ .
— [ o=
o) e ‘ g
— p1(x)dx = area del trapezoide
con vértices xg, xq, f (xo), f(x1)
|-
& ~ »
x) < e
a b

Grdfica 5 Aproximacion trapezoidal

b
h
f f)dx = 5 [yo + ¥ + 2(Zresto de las ordenadas)]
a

La férmula del error |[E_t | = —1/12 f"'(&)(b — a)3

14
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Férmula Simpson

1/3

La aproximacion se subdivide en tres intervalos, lo que ajusta a la

curvatura de una parabola.

, D2(x)

f(x)
fl)

fGe)
> |7 -
X1 X1

Xo

a b

Grdfica 6 Aproximacion por Regla de Simpson 1/3

La férmula generalizada es:
b h
f f)dx = 3 [Vo + yn + 2(2ordenadas pares)
a

+ 4(Zordenadas impares)]|

Nota: El total de intervalos debe ser par.

El error de truncamiento en la Regla de Simpson 1/3 se define por:

h® @
— 4
error = 90f €3

Formula Simpson

3/8

En esta formula, el intervalo de integracion se vuelve a subdividir, lo
gue permite que el intervalo de interpolacion sea de grado tres, que

ajusta a regiones no rectangulares de integracion.

15
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A
y Pn (X)

)

v

Xo X1 X X3 Xn-1 Xy X

Grdfica 7 Aproximacion por Regla de Simpson 3/8

La férmula generaliza es:

b 3h
J f)dx = 5 [Vo + ¥n + 2(Zordenadas multiplo de 3)
a

+ 3(Zresto de ordenadas)]|
Nota: El numero de intervalos debe ser multiplo de 3.
En el caso del error en la formula de la Regla de Simpson 3/8, esta

dado por;
error = — o b JiSC3)
80

El error de truncamiento requiere del calculo de la cuarta derivada, y

su aplicacion en un punto &, que pertenezca al intervalo.

A continuacidn, te presentamos algunos ejemplos.

Ejemplo. Contrastar los dos métodos, analitico vs numérico, para resolver la siguiente

integracion.

3
f x2e*dx
0

16
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Solucion
Te recomendamos realices una grafica de la funcién x%e*, ya que te permite ver la
representacion de la curva y distinguir los limites de la integracién, asi como visualizar el

area bajo la curva.

iRe] r Y

T - e N "

-4
-3
2
-
0
1
2
3
4
g
]
7
]
9
10

=
-

Grdfica 8 Ejemplo

En este caso, si se puede efectuar la integracion por partes analiticamente. A continuacion,

se procede a calcular la integral, tanto analitica, como numéricamente.

Mediante un enfoque analitico, se tiene la | Mediante un enfoque numérico, se
multiplicacién de dos funciones- Se | procede a tabular en n subintervalos,

procede a realizar la resolucién por partes | respetando los limites de la integracién.

3 ) Los limites de la integracién van de 0 a 3. El
x“e*dx
0 analista puede proponer el nimero de
fudx = Uy — f vdu subintervalos, por ejemplo, n=6.
) Se deben generar los pasos, a través de
u=x

17
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du = 2xdx - b—a
dv = e*dx n
v=e*
3—0
Lo que queda es: h = . = 0.5

x?eX — Z.fxexdx
Se integra de nuevo por partes.
La aplicacién en dos ocasiones de la

integracién por partes da por resultado

x2e* — 2xe* + 2e*

La evaluacién de la integracion en los

limites es [0, 3].

El drea bajo la curva es 98.42768

De aqui, h=0.5.

Se ha utilizado una hoja de cdlculo, para
obtener f(x) = x*e*dx , en cada nodo o

punto.

Iteracion X f(x)
0 0 0
1 0.5 0.41218032
2 1 2.71828183
3 1.5 10.0838004
4 2 29.5562244
5 2.5 76.1405873
6 3 180.769832

Atotal

h
=3 Vo + ¥l
+ h Z resto de las ordenadas
Se aplica la férmula de la Regla del

Trapecio, siguiendo como guia el niumero

o, .n

de iteracion para la asignacion de “y”.
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Aryap =220 + 180.769832] +
0.5(0.41218032+
2.71828183+10.0838004+29.5562244+
76.1405873)

Arrap = 104.6479

Ejemplo. ¢COmo obtener informacién sobre la exactitud del resultado de la Regla del

Trapecio?

Cuando se cuenta con los resultados, el analitico y el numérico, el porcentaje de error se

obtiene al dividir el resultado analitico entre el numérico, y de ahi al generar un porcentaje.

3 .
En el caso de fo x2e*dx, se tuvieron dos resultados

Analitico Numeérico
Area=98.42768 Aryap = 104.6479

98.42768
—_—_— %
104.6479

error = 100

=5.94395%
Esto significa que el resultado numérico
presenta un error del 5.94%, con respecto

al resultado analitico.

Cuando no se conozca el resultado exacto analitico, con el método numérico se pueden
hacer corridas, mediante la modificacién de h. Cuando se incrementa el niumero de
trapezoides, y se observa que ya no hay una diferencia representativa entre dos corridas,

se puede decir que se ha obtenido un resultado satisfactorio.
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Ejemplo. Obtener el area bajo lo curva de la siguiente funcién, mediante la Regla de

Simpson 1/3
3
J x*e*dx
0

Solucién

Se procede a calcular el 4rea bajo la curva, mediante el método de Simpson 1/3, con un
numero de subintervalos, en este ejemplo n=6, para un dominio [0, 3], por lo que el paso n
resulta en h=0.5.

Se genera una tabulacién con la funcién, asimismo, se puede visualizar el segmento de la

grafica que le corresponde:

[ X fx) an
0 0 0 |
1 0.5 0.41218032 [ ,
2 1 2.71828183
3 15 10.0838004 | 5 | 5 =I5 »
4 2 29.5562244 | ] |
5 2.5 76.1405873 |»
6 3 180.769832
n
Grdfica 9 Ejemplo

Es importante, tener en cuenta que el nimero de intervalos es igual al nUmero de puntos
menos 1, esto es, dos intervalos estaran dados por 3 puntos. En el presente ejemplo, existen

6 intervalos, es par, con lo cual se puede emplear la regla de Simpson 1/3.

0.5
A1 = 3 [0+ 180.769832 + 2(2.71828183 + 29.5562244) + 4(0.41218032

1
3

+ 10.0838004 + 76.1405873)
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= 98.6441

El error con respecto al resultado analitico corresponde al 0.2194%, lo cual muestra una

mejora notable, en comparacién con la formula del trapecio.

Ejemplo. Obtener el drea bajo la curva de la funcién, por medio de la Regla de Simpson 3/8.

3
f x2e*dx
0

Solucidn

De nuevo se tabulan los puntos, buscando que el intervalo sea un multiplo de 3.

J X f(x)

0 0 0 Yo

1 0.5 0.41218032

2 1 2.71828183

3 1.5 10.0838004 Ordenada
multiple de
3

4 2 29.5562244

5 2.5 76.1405873

6 3 180.769832 YVa

La tabulacién obtenida en casos anteriores es vdlida, debido a que el nimero total de

intervalos (6), es multiplo de 3.

3
Az = gh[}’o + Yy, +2 z ordenadas de orden multiplo de 3

+ 3 Z resto de las ordenadas
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Az = 0.1875(527.419255)

3
8

Az =98.89111
8

El resultado ha perdido precisidn, en comparacién con el obtenido por la Regla de Simpson
1/3. Es importante generar una representacion grafica de los puntos, y observar el

comportamiento de la funcidn, en el intervalo de la integracién.

Nota. Es conveniente que se defina cuando usar una formula de integracion numérica. Se
elegira la Regla del Trapecio para ajustar a una linea recta, la Regla de Simpson 1/3 a una

parabola, y la Regla de Simpson 3/8, a una forma cubica.

En el ejemplo, la forma del rango de integracién asemeja a una pardabola, por ello, la Regla
de Simpson 1/3 alcanzé mejor exactitud.

Cabe mencionar que, cuando el comportamiento de la curva sea erratico, en términos de
contener segmentos rectos, parabdlicos y clibicos, se puede realizar una aplicacion multiple
de los tres métodos numéricos. Asimismo, si se tiene un nimero de intervalo que no
corresponde, por ejemplo, a la condicidon de multiplo de tres para la Regla del Trapecio 3/8,
se puede segmentar las areas de integracion y emplear, por ejemplo, Regla del Trapecio y
Regla de Simpson 3/8.

A continuacidn, te presentamos ejemplos resueltos de problemas de aplicacion.

Ejemplo. La siguiente tabla representa el gasto instantaneo del petréleo crudo en un

oleoducto (en miles de libras por hora). El flujo se mide a intervalos de 12 minutos.

Hora | 6:00 | 6:12 | 6:24 | 6:36 | 6:48 | 7:00 | 7:12 | 7:24 | 7:36 | 7:48 | 8:00 | 8:12

Gasto [ 6.2 |60 |59 |59 |62 |64 |65 |68 |69 |71 |73 |69

¢Cual es la cantidad de petrdleo bombeado durante 2 horas y 12 minutos?
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Solucion

Para el planteamiento del problema, conviene saber que por gasto, se entiende el flujo de
masa por unidad de tiempo, en este caso, miles de libras por hora. La tabla muestra un
periodo de dos horas con 12 minutos, que estan divididos en intervalos equidistantes de 12
minutos.

Lo anterior indica que no se efectian de manera continua, sino que se tienen como
restricciones experimentales, las mediciones con intervalos de tiempo regulares.

Estos puntos representan las coordenadas de una funcién continua del gasto, como una

acumulacién de cambios que sigue el flujo del combustible en el tiempo (Véase grafico 10).

Gasto
8
7 M \
6 oy s e—F : .
5
4
3
2
1
0

6:00 06:12 06:24 06:36 06:48 07:00 07:12 07:24 07:36 07:48 08:00 08:12

Grdfica 10 Gasto
En la grafica 10, entre los valores de un intervalo, para efectos del problema, es posible leer
una serie infinita de datos, en donde el tiempo t corresponde a la variable independiente,
y el gasto G, la variable dependiente:

fO=¢
Las coordenadas finitas de la tabla corresponden a f(t), por lo cual la herramienta

matematica para responder a la pregunta seria:
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1. Una aproximacion polinomial a partir de la interpretacién de Lagrange
(interpolacién)
2. Integracién numérica definida para el rango establecido

Dado que los puntos de la tabla son valores puntuales y que el interés es conocer la cantidad
de gasto acumulado, de tales cambios, en dos horas 12 minutos; no es posible multiplicar
la coordenada correspondiente a 2 horas 12 minutos por el gasto correspondiente, mas
bien, el gasto acumulado (suma de los intervalos).

Ademas, el tiempo es una variable continua, no discreta, por lo tanto, la suma de intervalos
requiere de una integracion.

Con el andlisis realizado, se puede continuar con la construccion del modelo matematico.
El dato requerido es la cantidad total del petréleo bombeado, que se calcula al multiplicar
el gasto por el tiempo. Sin embargo, se observa en la tabla que el gasto es variable, por

tanto, los datos se podrian traducir en el siguiente modelo matematico:
2.2 . .
fo (Gasto)dt, cuyas unidades seran Ib/hr

Para los limites de integracion 2 horas 12 minutos, equivalen a 2.2 horas.

. . - . . b
Con base en lo anterior, los métodos numéricos de solucién para estimar fa f(x)dx, los

métodos de Newton- Cotes funcionan en dos pasos:

a. Se divide el intervalo [a, b] en n intervalos de igual amplitud, cuyos valores extremos
son sucesivamente

X; = Xo + i(b%a), i=0,1,2,..,n

Para quedar en la nueva notacidn x, = ayx, = b

b. Se aproxima f(x) por el polinomio de interpolacién p, (x) de grado n, y se integra

para obtener la aproximacién de la integral.
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Notese que se obtendrdn valores diferentes de la integral para distintos valores de n, como
se vera con los tres métodos.

Si el problema se soluciona, por Regla del Trapecio

Se aplicara f:f(x)dx ~ %[yo + y, + 2(Zresto de las ordenadas)]

Los datos que se tienen son:

Hora | Gasto | h, equivale a la distancia en el tiempo, 0.12 minutos, cuya conversién a horas
6:00 | 6.2 es 0.2.
6:12 | 6.0 Entonces,
6:24 | 5.9 22 0.2
f Gastodt ~ [6.2+ 6.9
6:36 | 5.9 0
6:48 | 6.2 +2(6+59+59+62+64+65+68+69+7.1
+ 7.3)]
7:00 | 6.4
7:12 | 6.5
Observa que y, = 6.2, y,, = 6.9 y Xresto de las ordenadas, equivalen a las
7:24 | 6.8
mediciones intermedias entre la inicial y la final.
7:36 | 6.9
2.2
7:48 | 7.1 (Gasto)dt ~14.31
0
8:00 | 7.3
8:12 | 6.9

Si el problema se soluciona por el método de Simpson 1/3, se recomienda que los datos
discretos queden numerados de la siguiente forma:
Las ordenadas pares se eligen de acuerdo con el subindice par

xZ, X4_, x6,x8, xlo.
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i Hora | Gasto De este caso, se mantiene que h=0.2
Xo | 6:00 | 6.2 Asimismo, el nimero de intervalos es n=11
x; | 6:12 16.0 En principio, no se puede aplicar en forma directa
Xy | 6:24 | 5.9 Ordenada par |  |a Regla de Simpson 1/3, porque el nimero total
X3 | 6:36 | 5.9 de intervalos debe ser par.
Xy | 6:48 | 6.2 Ordenada par Sin embargo, se puede aplicar la Regla de Simpson
Xs | 7:00 | 6.4 1/3 hasta el intervalo xg, y luego la Regla de
Xg | 7:12 | 6.5 Ordenada par Trapecio para los intervalos restantes
x7 7:24 6.8 .X'g, x10 yxll.
Xg | 7:36 | 6.9 Ordenada par
Xy | 7:48 | 7.1
X109 | 8:00 | 7.3
X11 8:12 6.9

El drea aproximada hasta el intervalo xg, es:
b h
J f)dx = 3 [Yo + V. + 2(Zordenadas pares) + 4(Zordenadas impares)]|
a

0.2
Ajjz = KR [6.2+69+2(59+62+6.5)+4(6+59+6.4+6.8)]

Ay/3 =10.04667

Ahora, para el resto de las ordenadas, se aplica la Regla del Trapecio:

b
h
f f)dx = 5 [Vo + Vi + 2(Zresto de las ordenadas)]
a

0.2
Arrap = —5-[69+ 6.9 +2(7.1 +7.3)]

Aryap = 4.26

2.2
f Gastodt ~10.04667 + 4.26
0

26



Asignatura Tema Autores

Métodos Numéricos Integraciéon numérica Nelly Rigaud Téllez
Derechos de autor Métodos de Newton-Cotes Roberto Blanco Bautista
CC-BY-NC- SA

2.2
j Gastodt ~14.30667
0

Si el problema se resuelve por el método de Simpson 3/8, la férmula es:

b 3h
J f)dx = 3 [Vo + ¥ + 2(Zordenadas multiplos de 3) + 3(Zresto de ordenadas)]
a

La condicion para emplear la Regla de Simpson 3/8, es que el nimero de intervalos sea

multiplo de 3.
Hora | Gasto En este ejemplo se tienen 11 intervalos, por lo que se aplica la

o | 6:00 | 6.2 Regla de Simpson 3/8 a 9 intervalos, el resto se considera la Regla
del Trapecio.

x; |6:12 | 6.0

X, |6:24 |5.9 Se mantiene que h= 0.2. Las ordenadas multiples de 3, se eligen

s | 636 | 5.9 de acuerdo al subindice x3, x4, X9. Al final se tienen el resto de las
ordenadas.

X, |6:48 |6.2

X5 | 7:00 | 6.4 Para los 9 intervalos de x, a xq, la Regla de Simpson 3/8 es:

3
X¢ | 7:12 | 6.5 Asjg = 50.2[6.2 +71+2(5.9+6.5)
x; |7:24 |1 6.8 +3(6+59+62+64+68+6.9)]

xg |7:36 | 6.9

xg |7:48 | 7.1

X10 | 8:00 | 7.3

xy; | 812 | 6.9

Azjg = 11.4525

Para el resto de los intervalos, se usara la Regla del Trapecio.

0.2
Arrap = —-[7.1+ 69 +2(73)]

Arrap = 2.86
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2.2
f Gastodt ~11.4525 + 2.86
0

2.2
f Gastodt ~14.3125
0

Cada método ha ofrecido resultados cercanos:

Regla del trapecio: 14.31
Férmula de Simpson 1/3: 14.3067
Férmula de Simpson 3/8: 14.3125

Los resultados son similares, pero écudl es el que se podria escoger?

Cada férmula de integracién tiene una férmula del error. Normalmente, por el polinomio
de aproximacion la Regla de Simpson 1/3 ofrece el mejor ajuste. En este ejemplo, se
desconoce la funcidn, ya que solo se cuenta con un conjunto de coordenadas.

No obstante, por el comportamiento de la curva, un polinomio de grado tres, ajusta mejor
al adrea bajo la curva. El resultado de la Regla de Simpson 3/8, 14.3125 libras/hora

representa el gasto aproximado del petréleo bombeado en 2 horas 12 minutos.

Ejemplo. Te presentamos otro problema, cuyo objetivo educativo es el de mostrar cémo se
aborda la aplicacién de la integracién con métodos analiticos y numéricos y la contrastacion

de ambos, mediante la aplicacién del concepto de error.

0.6
Se tiene el siguiente caso, obtener la integral de la funcién J. 2e %X .
0

a. Resolver por medio de métodos analiticos

b. Usar la Regla del Trapecio

c. Usar alguna forma de Simpson para obtener mayor precision
d. Para los incisos b. y c., encontrar el error relativo
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Solucion.

Se tiene una funciéon que corta al eje Y, en el punto (0,2). Dado que su variable
independiente x, tiene un valor negativo, serd decreciente en todo su dominio.

Ademas, vale la pena recordar la funcidon que no corta al eje X, es decir no tiene raices reales,
la funcion tiene forma céncava y tiene una asintota horizontal, como se puede apreciar en

la siguiente grafica 11. En este sentido, X >0.

28
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Grdfica 11 Grdfica de la funcion

Se trata de encontrar el drea entre los limites x= 0 y x=0.6.

Cuando se procede a resolver el modelo por un método analitico, tomar en cuenta que

0.6

I 2e % dx

0

1
es de laforma [ e dx = e

0.6 2
2 -15x — _ _—~ ,—15x|0.6
fo ¢ 15¢ o

= —0.542092 + 1.33333
=0.79124
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Ahora, se procede a solucionarlo numéricamente por Regla del Trapecio. Para ello, se
requiere generar una tabulacidn con particiones uniformes del intervalo de integracion para
los valores de x, lo cual se genera facilmente en Excel.

En una columna se ingresaran los valores con distancia 0.1 que se convertiran en el

—-1.5x

argumento de la funcién 2e , en consideracidén, como se aprecia en la tabla que muestra

el ingreso de la operacién sobre la celda A4, con valor de 0.

y
X F(x) )
18 72141595
1.6
14 48163644
2 EXP(- 1o 2752563
1
94473311
Ad=0 1.5*A4) 08 0.81313932
0.6
0.1 1.72141595 0.4
0.2 1.48163644 | 02
0
0.3 1.2752563 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
0.4 1.09762327
0.5 0.94473311
0.6 0.81313932

Grdfica 12 Ejemplo

La formula de la Regla del Trapecio:

b
h
f f(x)dx = 3 [Vo + v + 2(Zresto de las ordenadas)]
a

Donde y, =2 vy y, =0.81313932 La aplicacion sobre los valores discretos es:

% [2 +0.8131+2(1.7214 +1.4816 +1.2752 +1.0976 + 0.9447)] =0.792723473
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Ahora, se elige Simpson 3/8 porque tedricamente se obtiene una mejor aproximacion que

con Simpson 1/3.

De nuevo se tomard en cuenta la tabulacion arriba generada y se aplica la formula de

Simpson 3/8:
O ) b
J 2e 7 "rane f xdx =
X o a
3h .
— [yo + ¥» + 2(Zordenadas multiplos de 3)
A4=0 =2*EXP(-1.5*A4) 8
+ 3(Zresto de ordenadas)]
0.1 1.72141595
0.2 1.48163644
03 12752563 [2+0.8131+2(1.2752)+3(1.7214+1.4816+1.0976+0.9447)]
0.4 1.09762327 =0.791245434
0.5 0.94473311
0.6 0.81313932

El error de aproximacién es una medida del ajuste o célculo de una magnitud aproximada,

con respecto al valor real o tedrico que dicha magnitud tiene.

B |Valor Real — Valor Aproximado]|

Se tiene lo siguiente:

100
A Valor Real (100)
Valor obtenido por método analitico 0.79124
Valor numérico por Regla del Trapecio 0.79272
Valor numérico por Simpson 3/8 0.79124
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El calculo del error aproximado con respecto a la Regla del Trapecio:

_10.79124 — 0.79272|
A~ 0.79124

El calculo del error aproximado con respecto a la formula de Simpson 3/8, y por el nimero

(100) = 0.1870%

de decimales:

_10.79124 — 0.79124]
A~ 0.79124

Es sabido que el método analitico da un resultado, el cual por efectos de redondeo y porque

(100) = 0%

generalmente maneja nimeros irracionales tienen una aproximacién minima, es decir, no

presentan un resultado enteramente puntual.

En el caso de los métodos numéricos y en particular los de la familia de Newton-Cotes,
acotan el area de integracién al inicio y al final, sumando el ancho del primero y ultimo
trapecio. Por su naturaleza son propios para aproximaciones, y el error es mayor que en el
método analitico.

Las diferencias mostradas en los resultados indican lo siguiente: La Regla del Trapecio toma
en consideracion los trapecios de ancho (h) infinitesimal en orden secuencial, lo que origina
una aproximacion burda, ya que suma tanto trapecios con ordenadas altas como trapecios
con ordenadas bajas.

El método de Simpson 3/8, aunque mantiene la misma figura geométrica, tiene una
aproximacion mejor, ya que su recorrido no es secuencial, esto es, agrupa figuras con
ordenadas similares, lo que disminuye el porcentaje de error. Lo anterior se refiere a que,
agrupa todas las figuras con ordenadas bajas y después agrupa las figuras con ordenadas

altas por lo que su porcentaje de error disminuye considerablemente.

Actividades de aprendizaje

Lee con atencidn los casos vy elige la respuesta correcta.
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d. En una institucidn educativa se esta desarrollando un sistema para conseguir una mayor

eficiencia energética en aeronaves no tripuladas (dron), con el fin de resguardar y vigilar las

instalaciones de dicha institucion.

Las pruebas efectuadas al dron se muestran en la siguiente tabla:

t (s) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
V(m/s) |300 |360 |330 420 510 480 360 420 420 300
Obtener la gréfica de la tabla anterior. Elige la opcidn correcta
Opcion i.
600
500
— 400
)
'E 300
> 200
100
0
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t
Opciodn ii.
12
10
8
~ 6
4
2
0
300 360 330 420 510 480 360 420 420 300
v(m/s)
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Opcion iii
600
500
400
Q)
£ 300
Y
200
100
0
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

e. Para calcular la velocidad del dron, se utilizd un control sobre el tacometro integrado al
mismo. En el experimento se anotaron medidas del tiempo en forma manual. Te volvemos

a ensefar la tabla de tiempo.

t (seg) 1 2 |3 4 5 6 7 8 9 10

Subindices | x, X1 Xy X3 X4 Xs Xg X7 Xg X9

300 | 360 330 |420 510 | 480 360 |420 |420 300

Utilizar el método de Simpson 3/8 para determinar la distancia recorrida por el dron. Elige

la respuesta correcta.

Asjg = 3476.25 metros Assg = 3650.2 metros Assg = 3280.45 metros

f. De la grafica obtenida por medio de la tabulacién t-vel, observe las caracteristicas
geométricas de la misma. Se trata de obtener mayor exactitud de los cdlculos. ¢En qué
orden de aplicacion de los métodos de integracion numérica estudiados ajusta mejor con
el comportamiento de la grafica? Se sugiere revises las graficas 5,6 y 7, de paginas
anteriores.

Elige la respuesta correcta.
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i. ii. iii.
Regla del Trapecio, Simpson | Regla del Trapecio, Simpson | Simpson 1/3, Regla

1/3, Simpson 3/8 3/8, Simpson 1/3 Trapecio, Simpson 3/8

del

Se deja al estudiante que realice la integracion por secciones.

g. ¢Como le explicarias a tu compafiero las razones de variaciones en los resultados de cada

inciso del problema f?

Nivel 3. Aplicaciones de integracion numérica

En este nivel se pone a prueba tu pensamiento estratégico. Se trata de plantear un objetivo,

analizar los recursos con los que se cuentan para llegar a este, y luego se les dispone de tal

forma que faciliten el alcance, de la mejor manera posible, considerando también el

concepto de error.

Presentaremos algunos ejemplos que pueden servirte como una base para resolver

exitosamente los problemas que se te presenten en tu futura vida profesional.

Ejemplo de aplicacion real. Una ciudad desea drenar y rellenar un pantano, cuya

profundidad media es de 5 metros, icuantos metros

T~
\\ cubicos de escombro se requerirdn para ocupar el drea,
14 .
6 76 \ una vez que haya sido drenado el pantano?
A continuacidn, se presenta una imagen del pantano. De
122 54
30 14 antelacién, se sabe que h=20 metros.
40
\\
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Para el planteamiento del problema, considere lo siguiente:

o<

40
> X

Se trata de obtener el volumen, el cual estard dado por la obtencion del drea multiplicado

por la profundidad.

Se tiene que existen 6 segmentos equidistantes, con h=20 metros. El pantano tiene distintas
medidas de “y”.

En esta seccidon corresponde a decidir cudl de las férmulas de integracidn numérica
aproximara mejor al drea del pantano.

Observar que el comportamiento grafico del pantano forma rectas, por lo que la Regla del

Trapecio, puede proporcionar una buena opcién.

h
Apap = 3 [Yo + Val + hz: resto de las ordenadas

20
Atrap =~ [146 + 14] +20[122 + 76 + 54 + 40 + 30]

Atrap = 8040m?

Ahora, se requiere calcular el volumen:
volumen = 8040 = 5

volumen = 40,200m3
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Se requieren aproximadamente 40,200m3 de relleno sanitario para ocupar el volumen

gue antes ocupaba el pantano.

Ejemplo. Se desea disefiar un modelo de motor, y para ello, una empresa requiere
determinar el trabajo para mover linealmente un objeto a 5 metros, mediante una prensa.
La fuerza requerida es

F(x) =100x-+/125 — x3
Obtener el trabajo, en kilogramos-metro.
Solucién
Hay que recordar que el trabajo se define como la fuerza que se aplica sobre un cuerpo,
para desplazarlo de un punto a otro.
El planteamiento del problema estd dado en encontrar el producto de la distancia recorrida
de un cuerpo, por la fuerza sobre ese cuerpo.
Ademas, hay que tener en cuenta que el cuerpo recorrera una distancia de 5 metros, o sea,
se encuentra en el intervalo [0, 5].

Entonces, por definicion

5
sz;F(x)dx

Donde, el desplazamiento esta dado por dx. Al sustituir, el modelo es:

5
j (100x+/125 — x3)dx
0

Existen tres implicaciones con el modelo. La primera, de acuerdo con su representacion
grafica del modelo es que el drea bajo la curva es continua, por lo que si es posible realizar

la integracion.
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La segunda, es que el dominio de la funcién va de (—oo, 5], ya que para valores superiores
a 5, la funcidn, ya no esta definida, lo cual es consistente con el rango de integracién de
[0,5].

La tercera, por el comportamiento de la curva, se tienen como opciones la aplicacion de
uno de dos métodos: Regla de Simpson 1/3 o Regla de Simpson 3/8 que puede aproximar
mejor la obtencidn del drea bajo la curva. Sin embargo, el cdlculo del error que implica la
obtencién de la cuarta derivada no esta definida para el intervalo de integracién.

Por ello, es deseable contar con pasos relativamente pequeiios para mejorar la obtencién

del trabajo.

Representacion del modelo

3500
3000
2500
2000
1500
1000

500

FUERZA

0 1 2 3 4 5 6
METROS

Grdfica 13 Ejercicio
Por la condicién del método Regla de Simpson 3/8, se requiere generar un intervalo
multiplo de 3, asi que se proponen usar 12 intervalos.

De ahi que h es:

h_s-o_ 5
12 12

Con el paso obtenido, se procede a tabular la funcidn:
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] X f(x)

0 0 0 Yo

1 0.41666667 | 465.712682

2 0.83333333 | 929.535787

3 1.25 1386.5812 Multiplo de 3
4 1.66666667 | 1828.55719

5 2.08333333 | 2243.41005

6 2.5 2614.56258 | Multiplo de 3
7 2.91666667 | 2919.40819

8 3.33333333 | 3126.28574

9 3.75 3187.84465 | Multiplo de 3
10 4.16666667 | 3023.69224

11 4.58333333 | 2456.17798

12 5 0 Y

3
Ag/g = gh[}’o +y,+2 Z ordenadas de orden multiple de 3

+ 3 Z resto de las ordenadas

Az/g = 10211.92445
El trabajo que una fuerza realiza a lo largo de la trayectoria es aproximado a 10211.9244
Kg-metro, que refiere a que un kilogramo se ha movido un metro.

Se sugiere al lector que aplique la Regla de Simpson 1/3 y compare resultados.

Ejemplo. A continuacidn, se presenta la imagen de un socavén en una calle. Se ha reticulado
la imagen, para distinguir la anchura, en centimetros, en puntos igualmente espaciados a lo
largo de la calle, y con medidas de la distancia interna del socavon.

El interés se centra en estimar el area en centimetros cuadrados, como una base para

decidir el tiempo que tomara realizar el mantenimiento del pavimento.
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0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 10001100 1200

Grdfica 14 Ejercicio

El problema trata con obtener el drea del socavdn. La figura es irregular, el inicio de la
esquematizacién se encuentra en el punto x=0, y llega hasta x=1200 cm, equidistante con
12 intervalos y con distancias de 100 centimetros.

Tomando en cuenta la geometria del socavdn se recomienda la Regla de Simpson 3/8.

Se deja que el estudiante la aplique, e interprete el resultado (= 212250cm?).

Ejemplo. El disefio de un nuevo tipo de aeroplano requiere un tanque de gasolina de seccién
transversal constante en cada ala. En la figura 15, se muestra un esquema a escala, en

perspectiva de una seccién transversal.

Yo = 4.6dm
vy, =49dm
y, =5.5dm
y3; = 5.8dm
v, = 6.1dm
ys = 6.1dm
Ve = 6.4 dm

Grdfica 15 Ejercicio

Adicionalmente, se tiene por condicion que el tanque debe cargar, aproximadamente, 3000
kg. de gasolina cuya densidad es 0.68kg/dm?3. Se requiere estimar la longitud del tanque.

El espaciamiento horizontal es de 0.3dm.
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Existe un concepto llamado sdlido de Cavalieri, el cual menciona que si dos sélidos al ser
cortados por planos paralelos producen siempre secciones de igual superficie entonces
estos cuerpos tienen el mismo volumen (Te invitamos a revisar el siguiente vinculo

https://www.geogebra.org/m/ptVCr8rH).

Por definicién, el volumen de un tanque es

m
V' = densidad
Donde la masa equivale a 3000 kg de gasolina y la densidad es igual a 0.68kg/dm3 que
resulta en:
V= M = 4411.76471dm3
0.68

Por otro lado, cualquier volumen es igual al drea por su longitud:
V=Axl
En el problema se solicita la longitud, asi que se requiere obtener el area.

Se aplicara la Regla de Simpson 1/3:

h
Ayz = 3 [Yo + Vn + 2 Z ordenadas pares + 4 Z ordenadas impares

Asimismo, de V = A * [

Que permitird calcular la longitud del tanque de gasolina.

3
Z[4.6 + 6.4+ 2(5.5 + 6.1) + 4(4.9 + 5.8 + 6.1)]

A
3

W =

Ay = 101.4dm?

1
3
Por otro lado,

_ 4411.76471
T 101.4

[l =46.50852dm
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La longitud del tanque es [ = 46.50852dm.

Actividades de aprendizaje

Por los lineamientos de una prueba de laboratorio, una barra de suspensién no debe
deformarse mds de 4 cm, cuando se aplica una fuerza en kilonewtons en su parte central.
Se requiere saber el trabajo W, efectuado sobre la barra para su deformacidon maxima, de

acuerdo con las siguientes lecturas en el laboratorio.

F
Al x=0

Figura 1 Ejercicio

Antes de que se resuelva el siguiente caso, vale la pena recordar lo siguiente:

- 1 kg de fuerza es igual a 9.81 Newtons (N), o sea aproximadamente, 10 OOON es el
peso equivalente a un auto.

El trabajo W en ingenieria se define como: W = f * d, siendo f |a fuerza aplicada al cuerpo

y d, el desplazamiento de este, por efecto de la fuerza.

Cantidad 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
deformada

X (cm)

Fuerza 0 1.44 291 | 4.42 5.91 7.42 9.04 10.71 | 13.22
aplicada

(KN)
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Para resolver el problema, se sugiere se revise el documento: “Aplicacion de la integracidn

numérica para obtener la rigidez eladstica de barras con seccion variable, del autor F.

Monroy- Miranda”, Revista Investigacidén y Tecnologia, IV, 1, 21-44, 2003

h. El modelo matematico analitico del sistema para este problema es:

4 4 W=fxd
W=J f(x)dx sz:f(x)dx
0 0
i. El trabajo efectuado es:
i. W=48.09 KN-cm ii. W=50.02 KN-cm iii. W=46.9 KN-cm

Una carretera en linea recta pasa junto a un lago. Un agrénomo te contrata para conocer el

area aproximada del lago, y tu resuelves el problema tomando diferentes medidas; las mas

cercanas y las mas lejanas a la carretera en diferentes puntos, de acuerdo con la siguiente

figura y tabla.

Carretera
Segmentos | O 0.5 1 1.5 2 2.5 3.5
a lo largo
de la
carretera
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Distancia a
la orilla
mas
cercana

(km)

0.5 0.3

0.7

1 0.5

0.2

0.5

0.8 1

Distancia a
la orilla
mas lejana

(km)

0.5 2.3

2.2

3 2.5

2.2

1.5

13 1

j. Explica la tabla arriba definida

k. Explica el objetivo del caso y como sugieres que se aborde el problema. Proporciona

argumentos logicos

I. Estima el area del lago, eligiendo el método que consideres da la mejor aproximacion.

Elige la respuesta correcta y mas aproximada al caso

A =11.25km?

A =12.93 km?

A = 9.56km?
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m. ¢Cémo se calcularia la integral si en lugar de haber proporcionado la informacidn que
corresponde al perimetro del lago, se hubiesen proporcionado las distancias internas

puntuales? Explica tu proceso de solucién.

I

Nivel 4. Aplicaciones de integracion numérica

En este nivel se requiere de una investigacion, tiempo para planear y analizar las multiples
partes del problema.

Se han generado un proyecto a desarrollar. Como base de este, a continuacion, se presenta
el pseudocddigo de Simpson 3/8.

Un pseudocddigo es un proceso légico de solucién de un problema en lenguaje natural (Fig.

2).
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1. Leer el nimero de datos (n)

2. Leer el ancho del paso (h)

3. Inicializar suma en cero (s=0)

4, Inicializar suma en cero (s1 = 0)

5. Leer datos x;,y;, para i=0ai =
m

6. Sumar las ordenadas de acuerdo

coni = 3, hastai = m — 2, en pasos de 3
7. Sumar las ordenadas de acuerdo
con i =1, hasta i =m —1, solo con la

condicién de que i mod 3, sea diferente de

cero
8. Calcular la integral, de acuerdo con
it = %(yo + Y + 25 + 3s1)

9. Dibujar tabla de datos

10. Imprimir el valor de it

11. fin

INICIO

i=1, n-1

S=5+Y

}& e et ol
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La integral es it

Figura 2 Pseudocddigo y algoritmo del método de Simpson 3/8

Actividades de aprendizaje

Proyecto

Tomar en cuenta el caso de una carretera en linea recta pasa junto a un lago y la necesidad
de conocer el drea aproximada del lago.
Elaborar un programa de computadora en un lenguaje de uso general (el que tu conozcas)
para resolver el caso en

- Regla del Trapecio

- Foérmula de Simpson 1/3

- Férmula de Simpson 3/8
n. Construir el pseudocddigo y diagrama de flujo para los tres métodos (te recomendamos
ampliamente usar la aplicacién de lucid chart).
0. Generar el programa fuente y presentar el programa ejecutable para los tres métodos.
p. Realizar una tabla comparativa con las caracteristicas de los tres métodos, tomando en

cuenta el concepto de error.
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— Cierre
El cierre de la presente leccidn se cierne en una serie de preguntas de los contenidos
directos, también estd orientado a que se verbalicen conceptos y resolver algunos

problemas, en concordancia con los objetivos planteados de aprendizaje.

1. ¢Cudles son las ventajas de usar las Reglas de Simpson, con respecto a la Regla del
Trapecio?
2. Te encuentras explicando a tu compariero(a) que no fue a clase, acerca de la Regla

del Trapecio (a) ¢ Qué dirias de esta Regla y cémo usarla?, (b) ¢ Qué dirias de su precision?

3. Algunas integrales no pueden ser evaluadas mediante esquemas analiticos, en este
sentido la integracion numérica ofrece una manera practica de aproximar los valores.
Resolver la siguiente integral definida por integracion numérica, mediante la Regla de

Simpson 1/3, tomando 50 subintervalos.

31
f %dx

2
4, El método de integracion de Simpson 1/3, éa qué tipo de aproximacién polinomial
ajusta su curva?
a. Una pardbola
b. Una linea recta
c. Una curva de grado superior a dos
5. El método del Trapecio utiliza el ancho de paso con valores iguales. Si los pasos

fueran desiguales y se quiere una buena aproximacioén, iqué se tendria que hacer para

obtener el valor de la integracién?

a. Segmentar los intervalos de paso, agrupandolos por coincidencia
b. Interpolar generando mayor nimero de puntos
c. Considerar los pasos iguales y usar un Gnico método
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6. La figura geométrica a la cual se aproxima la férmula de Simpson 1/3 se basa en la
serie de:
a. Taylor
b. Fourier
c. Laplace
7. La eficiencia del método de integracidon Simpson 3/8 estd asociada al:
a. Calculo del error aproximado
b. Numero de iteraciones efectuadas
c. Calculo del error absoluto
8. La idea original para el cdlculo de areas irregulares fue sugerida en la antigliedad
por:
a. Euclides
b. Pitagoras
c. Tales de Mileto
9. La Regla del Trapecio consiste en sumar las ordenadas de los extremos y, y y,,, mas

dos veces la suma del resto de las ordenadas. Esta ultima suma se debe inicializar

algoritmicamente en:

a. Cero
b. La primera ordenada
C. La ultima ordenada
10. En el siguiente problema: La masa total de una barra de densidad variable esta dada
por
l

m= fop(x)A(x)dx
Donde
m = masa,

p = densidad,

A(x) = area de la seccion transversal
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x = distancia, a lo largo de la barra

[ = longitud de la barra

Se pretende calcular la masa total para una barra de 12 metros de longitud. Determinar qué
método numérico permite la mejor precisién posible:

a. Simpson 3/8

b. Simpson 1/3

C. Trapecio

11. Con relacion a la pregunta 11, observe la siguiente tabla donde se muestran las

variables con unidades:

x(m) |0 2 4 6 8 10 12
Py |4 3.95 3.89 3.80 3.60 3.41 3.30
cm
A (cmz) 100 103 106 110 120 133 150
a. ¢Cudl es la variable independiente?
. X i  p i. A
b. Se observa que la integral requiere un producto que contempla p(x)A(x)dx.

, . . T
Noétese primero que, son funciones y el producto escalar no procede. Segundo, m * jn_3 *

mxgr . . .. . ,
cm? = %, lo cual no tiene un sentido, por la conversién de unidades, ademds, que no se

trata de un célculo discreto, sino continuo.
Lo anterior, implica que se requiere de una integracién anidada. Determina el

procedimiento que resuelve este problema.

. folp(x)[fOlA(x)dx i, fOIA(x)[fOlp(x)dx] i, fold(x)[folA(x)p(x)dx:

e

12. ¢Cual de las siguientes funciones no es de solucién compleja?
i Una funcién monovalente de 5° grado
ii. Una funcién trascendente conteniendo elementos trigonométricos y logaritmicos
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iii. Una funcion de varias variables
13. Se desea construir un area de esparcimiento en un parque, cuyo contorno

corresponde con la grafica de la funcién

fx) = %(4 + cos(68))?

Mediante uno de los dos métodos de Simpson, encontrar el drea de dicha zona, que servira
para determinar la compra de cajas de adoquin. (Nota, dado que se estd tratando con
coordenadas polares, los limites de integracién estdan dados en radianes, tome un ciclo

completo). El drea aproximada estd cercana a 51.83627878 unidades cuadradas.
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