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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Del cuaderno

El cuaderno de ejemplos resueltos paso a paso de calculo dife-
rencial e integral y de algebra lineal es un esfuerzo por parte de
dos profesores de la Facultad de Economia para complementar y
mejorar la formacion académica, cientifica y técnica de alumnos
y docentes. Esta construido con base en los apuntes utilizados
por los profesores en las clases que imparten en la Facultad de
Economia. A su vez, estas clases retoman temas de los libros de
texto disponibles listados en sus cursos como referencias bésicas
y complementarias. Ejemplos de estas referencias de los cursos
incluyen: (Chiang (2006); Haeussler y Richard (2008); Granville
(2015); Grossman y Dogoy (2012); Gonzélez y Speziale de Guz-
man (1985); Aleskerov et al. (2011)).

El cuaderno ensena al alumno a razonar, a entender los pasos
logicos que se deben de seguir en una metodologia y a crear codi-
go orientado a la solucion de problemas que sirven de base para
resolver problemas de cualquier tipo. Este tipo de preparacion
contribuye a que el economista pueda resolver problemas no solo
de carédcter econémico sino también cientifico y tecnoldgico. Asi,
el economista con este tipo de preparaciéon no es sélo un pensador
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2 Introduccion

sino que tendré los conocimientos necesarios para la generacion de
mejores y mas eficientes herramientas para recomendar politicas
economicas. Por lo tanto, el cuaderno esta orientado al mejora-
miento de los procesos de ensenanza-aprendizaje.

El material propuesto es un cuaderno de ejemplos resueltos, cuya
motivacion es complementar y apoyar el aprendizaje y la ensenan-
za de las matematicas para los estudiantes y profesores que estan
cursando e impartiendo las materias de Matematicas I y II de la
Facultad de Economia de la UNAM. El objetivo de esta propuesta
es que el estudiante tenga un claro entendimiento de los concep-
tos que se estan utilizando y que pueda tener una serie de pasos
a seguir como guia al resolver un determinado problema. Ademés
de ello, se propone que tanto estudiantes como profesores tengan
un acercamiento al uso de software libre que les permita resol-
ver un problema, pero también tengan el acercamiento al diseno
de programas generando codigo. La generacion de este proyecto
como cuaderno de ejemplos resueltos se centra en dos aspectos
fundamentales que los desarrolladores creen de gran potencial: El
primer aspecto fundamental es la resolucion de un problema ma-
tematico paso a paso, que se refiere a entender y no memorizar
la solucion de un problema determinado. El segundo es la resolu-
cion de problemas matemaéaticos mediante el uso de software que
permita que se puedan generar programas con la ayuda del cua-
derno. Sin embargo, hay que destacar que el cuaderno de ejemplos
resueltos que proponemos no esta disenado como un libro de texto
para utilizarse como referencia basica de un curso de matematicas,
sino esta disenado para complementar y apoyar el aprendizaje y
ensenanza como se menciond anteriormente.

Los conocimientos adquiridos por medio de este cuaderno de ejem-
plos prepararan al economista a contribuir en el ambito cientifico
y practico ya que esta orientado a la resolucion de problemas. Los
conocimientos y herramientas podran ser usados en la investiga-
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cion, analisis y gestion de actividades desde todas las esferas de
la economia, ptublico, privados o en cualquier actividad econémi-
ca. El economista podra aplicar el conocimiento adquirido para
la toma de decisiones basada en un proceso logico y metodico. El
desempeno del economista tendréa un mayor impacto positivo en
el ambito social y ambiental al poder incluir estos factores.

La generacion de conocimiento que motiva este cuaderno es muy
relevante ya que las matematicas son una herramienta podero-
sa que brinda las bases para adquirir mas conocimientos, enri-
queciendo la formacion de economistas. La generacion de codigo
complementa la generacion de conocimientos para la realizacion
de analisis e investigaciones orientadas al diseno de politicas eco-
némicas, predicciones, interpretaciones y el entendimiento de fe-
noémenos econdémicos como las crisis. El contenido del cuaderno
de ejemplos resueltos se basa en la resoluciéon de problemas mate-
maticos y econoémicos resueltos paso a paso, permitiendo entender
como se llega a las soluciones.

Se ha detectado que los alumnos memorizan el contenido de los
programas de matematicas en lugar de entender el proceso logico
del cual se derivan los conceptos matematicos. Aunado a esto, los
alumnos no tienen claro como vincular lo aprendido en los cur-
sos de matemaéticas con otras asignaturas como Teoria econémica.
Estas situaciones dejan espacio de oportunidad para mejorar la
forma en como se ensenan las matematicas y su aplicacion en eco-
nomia, en particular en aspectos tedricos en teoria econémica y
mas practicos como en el anélisis economico. El entender como se
llega a una soluciéon paso a paso ayuda a llenar este espacio de
oportunidad.

El cuaderno de ejemplos resueltos también responde a una necesi-
dad de actualizar los medios didéacticos que utilizan los profesores
para ensenar matemaéticas. Asi, el cuaderno podra ser utilizado
por los docentes para ensenar utilizando los ejemplos y la progra-
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macion para la creacion de codigo y diseno de programas compu-
tacionales. De esta forma el cuaderno propuesto responde a dos
problematicas encontradas en la Facultad de Economia; una que
responde a mejorar la forma de ensenar las matematicas y sus
aplicaciones a los estudiantes, y la otra a proporcionar de herra-
mientas didacticas actuales a los docentes y alumnos para mejorar
la ensenanza de las matematicas.

La resolucion de un problema mateméatico es un proceso logico
donde se siguen una serie de pasos que obedecen propiedades y
reglas. Estas estan basadas en una estructura cimentada en con-
ceptos basicos, por lo que todo resultado puede ser demostrado,
sin ser sujeto a un pensamiento subjetivo. Es por esto que la en-
senanza de las matematicas tiene que seguir un proceso logico y
paso a paso que permita a los alumnos razonar y entender como
se va avanzando hacia la soluciéon del problema. Las matemaéaticas
son un herramienta esencial para la teoria econémica, el analisis
economico y la modelacion de fenémenos econémicos. Por ello el
aprenderlas de la forma mas clara posible consiste en una ventaja
y una contribuciéon positiva para el aprendizaje de los alumnos.
Mas aun, la ensenanza de la resolucion de problemas matematicos
y econdémicos generando codigo y disenando programas compu-
tacionales complementa en gran medida la preparacion de los es-
tudiantes.

Se propondran ejemplos nuevos, no encontrados en otros libros de
texto, para cada tema de matematicas del cuaderno de ejemplos:
calculo diferencial integral (Chiang (2006); Haeussler y Richard
(2008)) y algebra lineal (Grossman y Dogoy (2012)). Los ejemplos
se resolverén, explicando paso a paso la utilizacion de las diferentes
reglas y propiedades matematicas para que el alumno o docente
pueda identificar, a partir de un proceso logico, de donde se obtiene
la solucion. Ademads se incluye una guia para la programacion
con Python para un nivel bésico pero con algunos conocimientos
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previos como primer capitulo y algunos ejemplos de c6digo escrito
en Python de los ejemplos matematicos.

Se vincularan éstos ejercicios a algunas aplicaciones en economia;
por ejemplo, ejercicios de maximizaciéon con una restriccion lineal
se vinculan con el problema del consumidor de la teoria neocla-
sica (Varian, 2006); el calculo de los excedentes de consumidores
y productores utilizan la integral definida para encontrar el area
de la region entre curvas. Posteriormente, se mostraran algunos
ejemplos generando codigo con el lenguaje Python. Estos ejem-
plos incluyen codigo para encontrar derivadas parciales, extremos
relativos, operaciones de matrices y el calculo de determinantes.
Por tultimo, se incluye el codigo para el Modelo Insumo-producto
de Leontief al final del capitulo de algebra lineal. Para la genera-
cion de codigo con Python se utilizan algunas librerias de Python;
éstas son: numpy, scipy, sympy, y matplotlib. El lenguaje Python
es un software de libre acceso y gratuito que permite generar co-
digo orientado a objetos; esta propiedad lo hace simple, facil de
usar y eficiente al ser ejecutado (Goldwasser y Letscher (2008)).
Requiere pocas lineas y genera codigo de forma ordenada en blo-
ques, por lo que su lectura y ejecucion es muy réapida (Dierbach
(2013); Lamber (2012)). El codigo generado creara programas que
proporcionaran las soluciones una vez ejecutados en la computado-
ra.

1.2. De las matematicas en economia

La economia es una ciencia social. Estudia el comportamiento de
agentes a diferentes escalas (micro, meso, macro) y organizacio-
nes que interacttian para la produccion, distribucién y consumo de
bienes y servicios. La economia utiliza las matematicas para for-
malizar los problemas que enfrentan estos agentes y para formular
modelos matematicos que expliquen ciertos fenémenos.
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Un modelo es una version abstracta y simplificada de la realidad
donde relacionamos variables (dependientes e independientes) de
acuerdo a diferentes tipos de funciones. El modelo matemaético se
formula de acuerdo a ciertos supuestos y a ciertas propiedades
matematicas y teoremas. La utilidad del modelo para explicar al-
go depende de la aceptabilidad de los supuestos, y ésta depende
de su validad empirica que necesita ser establecida. Por otro lado,
algunas teorias nos informan sobre las posibles relaciones entre va-
riables, como recolectar datos y qué herramientas se pueden usar
para su analisis. Los ingredientes de modelos matematicos inclu-
yen: Ecuaciones, Pardmetros y Variables, donde los parametros y
las funciones gobiernan las relaciones entre variables. Por lo tan-
to, las matematicas son una herramienta que utiliza el economista.
Por ello hay que aprenderlas de forma formal y seria.

La base de matematicas aplicadas en economia se dividen en dos
materias fundamentales. La primera de ellas es Calculo diferencial
multivariado y calculo integral, que incluye el uso de derivadas
parciales de mas de dos variables, optimizacion de funciones apli-
cadas, y técnicas de integracion. La segunda materia es Algebra
lineal que permite al estudiante de economia resolver problemas
en el area de economia cuantitativa para su analisis teérico y com-
prension practica.

El calculo diferencial es utilizado para resolver el problema de
optimizacion de los agentes en la economia. La teoria econdémi-
ca asume que los agentes son optimizadores y por lo tanto, para
tomar decisiones deben de resolver un problema de optimizacion.
En particular, el problema del consumidor consiste en escoger una
canasta de bienes que maximice su utilidad segiin sus preferencias,
las cuales tienen ciertas propiedades matematicas como convexi-
dad, y dado un conjunto presupuestario que indica que el consumi-
dor no puede gastar en su consumo més de lo que tiene. Algunas
propiedades del algebra matricial utilizadas en la formalizacion
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del problema del consumidor son la estricta cuasi-concavidad de
la funcién de utilidad, la cual se define en términos de la matriz
Hessiana D? f(x) que, en este caso, debe ser negativa definida. Es-
ta ultima propiedad se relaciona a los valores caracteristicos de la
matriz y su inversa. Finalmente, la solucion al problema del con-
sumidor es su demanda. Por otro lado, el productor maximiza su
beneficio y minimiza sus costos sujeto a que su producciéon alcance
por lo menos un cierto nivel.

Al formalizar los problemas de teoria economia expresamos los
valores de las variables dependientes e independientes en forma
de vectores, por ejemplo vector de cantidades o vector de precios.
En la escuela marginalista, donde el calculo diferencial es esencial
para determinar las soluciones a los problemas de los agentes en
la economia, la notacion matricial es de particular utilidad. Por
ejemplo, podemos escribir las derivadas de una funcién como una
matriz. Si f : RY — RM es una funcion diferenciable, entonces
en cualquier x € RV escribimos con Df(x) la matrix M x N
cuya mn-ésima entrada es (Sf#(x). Por lo tanto, el uso del algebra
matricial no se limita al disefio de modelos donde las variables
estén relacionadas de forma lineal como en el Modelo Insumo-
producto, sino también para formalizar los problemas de la Teoria

Econdémica, entre ellos el del consumidor.
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a cabo este cuaderno de ejemplos. Agradecemos el trabajo realiza-
do por el alumno Luis Olvera de la Facultad de Economia quien,
como parte de su servicio social, colabord en la transcripcion de
los ejemplos a Latex.
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Finalmente, agradecemos la evaluacion técnica por parte del RUA
y la dictaminacion académica realizada por dictaminadores ano-
nimos cuyos comentarios y recomendaciones enriquecieron y me-
joraron el cuaderno de ejercicios.



Capitulo 2

Programaciéon con Python

Al final de cada seccién del cuaderno de ejemplos resueltos mos-
traremos algunas propuestas de codigo escrito en Python 3 para
resolver algunos ejercicios de los temas cubiertos. Por ello, dedica-
remos esta primera seccion del cuaderno a una breve guia para la
programacion con Python. Senalamos que este capitulo no es una
documentacion extensa y completa; ésta se puede encontrar en las
referencias mencionadas al final del capitulo. Al no ser un curso de
programacion con Python sino una guia, presenta algunos temas
relevantes de la programacion con Python, la sintaxis del lengua-
je y los principales objetos que se pueden crear para entender los
ejemplos presentados en los siguientes capitulos sin profundizar en
los temas. Se recomienda al lector interesado en la programacion
con Python ir a la documentacion oficial y presentar un curso de
introduccion a la programacion con Python.

Como una breve introduccion, mencionamos que Python es un
lenguaje de programacion de libre acceso y gratuito. Fue creado
en la década de 1980 y fue implementado por primera vez en 1989
por Guido van Rossum del CWI en los Paises Bajos. Soporta
multiples paradigmas incluyendo:

1. Programacion orientada por objetos

9



10 Programacién con Python

2. Programacion imperativa: expresa secuencias de comandos
para llevar a cabo acciones que cambien el estado de un pro-
grama.

3. Programacion funcional: expresiones usadas para la evalua-
cion de funciones matematica.

Programacién orientada por objetos 2.0.1 FEs un paradigma
de lenguaje de programacion basado en el concepto de objetos.
Los objetos son estructuras de datos con atributos y codigos en
la forma de procesos conocidos como métodos. Los métodos son
funciones especialmente escritas en el codigo que actian como
intermediarios para accesar o modificar los datos que controlan.
Una clase define propiedades y comportamientos de un tipo de
objeto por medio de la instanciacion.

Orientacion por objetos 2.0.1 La orientacion por objetos uti-
liza encapsulacion, con lo que merge tipos de datos abstractos con
programas estructurados, y diwvide a los sistemas en objetos mo-
dulares que poseen sus propios datos y que son responsables de su
propto comportamiento. La encapsulacion reine todos los elemen-
tos que pueden considerarse pertenecientes a una misma entidad
al mismo mivel de abstraccion.

Objetos 2.0.1 Un objeto es un tipo abstracto de estructura de
datos que tiene un estado (atributos), un comportamiento (codi-
go) y una identidad. Ademds tiene polimorfismo (comportamien-
tos diferentes asociados a objetos distintos) y herencia. Los obje-
tos estan disenados en clases jerdrquicas. Estas clases y subclases
corresponden a conjuntos y subconjuntos de la [0gica matemdtica.

Sintaxis y semantica de Python

» Python esta disenado para tener una clara y ordenada dis-
tribucion del codigo.

» Utiliza algunas palabras clave o keywords en inglés donde



otros lenguajes de programacion utilizan puntuacion.

Identacion: Python utiliza espacios en blanco en vez de pa-
rentesis o keywords para delimitar bloques de codigo. Un in-
cremento en identacion se da después de ciertos “statementsz
una disminucion de identacion significa el término del bloque
actual.

Algunas expresiones que utiliza Python son similares a las
utilizadas en los lenguajes de programacion Java y C. Por
ejemplo: +, —, *

Otras expresiones de Python incluyen: %%, ==, and, or, not,
% (para strings).

Su sintaxis se distingue con diferentes colores e introspeccion
del codigo.

Usos y aplicaciones de Python

Python puede ser utilizado desde como una calculadora, hasta
para programar programas mas complejos. Para ello, el progra-
mador puede hacer uso de la amplia gama de librerias que hay

disponibles. Ejemplos de librerias incluyen:

Scipy y numpy: anélisis estadistico, manejo de nimeros y sus
operaciones, algebra lineal.

Networkx: creacion y analisis de redes simples y complejas.
Matplitlib: visualizacion en graficos de 2 y 3 dimensiones.
Pandas: manejo de bases de datos.

SimPy: simulaciones teoricas (modelos multiagentes).

scikit learn: machine learning en Python que incluye herra-
mientas eficientes para el analisis de datos construida sobre

numpy y scipy.
Python-sql.

11



12 Programacién con Python

= Interface a R desde Python.
m cte.
Interprete, WinPython y Spyder

= Interprete Python: lee y ejecuta comandos interactivamen-
te. Nos permite comunicarnos con la computadora para ob-
tener un output dado un input. Es como la shell de Unix.

» WinPython es una distribuciéon portable gratuita y de li-
bre acceso para la programacion en Python para Windows
(Anaconda para Mac). Incluye una baterfa de librerias.

= WinPython incluye entre otras cosas: librerias, Spyder, e
interprete.

= Spyder: es un ambiente de desarrollo interactivo para Pyt-
hon que incluye:

e Editor: sintaxis con diferente color e introspeccion del
codigo.

e Consola: interaccion con el codigo en progreso; permite
abrir mas de una consola de Python y IPython y ejecu-
tarlas por separado; permite ejecutar el codigo completo
0 por partes.

e Explorador de variables.

e Inspector de objetos: rapido acceso a la documenta-
clon necesaria.

2.1. Tipos de datos

1. Variables

» Ntimero: valores numéricos.
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) graphical calltips, and more. advanced editing, interactive testing, related datasets novice and expert. Interactive workFlows
Premium packages and debugging and introspection Features with a large toolbox.

dedicated support.

Documentation Launch Launch Install Install

Anaconda Blog

)

vy & DC S

3

Figura 2.1: Visualizaciéon de Anaconda.

String: caracteres entre comillas.

Lista: conjunto de elementos separados por comas y de-

limitados por paréntesis cuadrados.

= Tuple: valores separados por comas y delimitados por
parentesis.

» Diccionario: pares de “key:value"delimitados por { }.

2. Operadores: aritméticos, comparativos, asignacion, logicos,
entre otros.

2.1.1. Listas

» Las listas son un tipo de compuesto de datos usado para
agrupar valores.
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& python File Edit Search Source Run Debug Consoles Projects Tools View Help 3 ) e e Lun 18 de abr 22:57

[ ) o # Spyder (Python 3.8)

D = ma @ E ‘i‘_, D (< 52 & @ €& > |Usersimarthagabriela
[Users/marthagabriela/Documents/Python/Ejemplo_1.py L B B # Q c

o NorthAmericalO.py Ejemplo_1.py* =
Nan~ Type Size

#!/usr/bin/env python3

# —x— coding: utf-8 —k-—

Abril 2022

Ejemplos para el cuaderno de ejercicios
Proyecto PAPIME

@author: Dra. Martha G. Alatriste Contreras

Editor

Variable explorer Help Plots Files Profiler Code Analysis
o Console 1/A

Python 3.8.1 (default, Jan 8 2020, 16:15:59)
Type "copyright", "credits" or "license" for more
information.

IPython 7.19.0 —— An enhanced Interactive Python.

In [1]: Consola

IPython console History
<, LSPPython:ready @ conda: base (Python3.8.5, Yo UTrs —

Figura 2.2: Visualizaciéon de Spyder. Del lado izquierdo de la pantalla estéa
el editor, del lado derecho superior esté el explorador de variable, el visor de
figuras y el inspector de objetos, y del lado derecho inferior esta la consola
donde se visualizan los resultados de ejecutar el codigo escrito en el editor.

= Una lista se escribe como valores separados por comas y de-
limitados por paréntesis cuadrados.
= Ejemplos:
e A=1Ja,b,cd,e
e Numeros = [1,2,3,4,5]
e Animales = [“perro", “gato", “elefante"|

= Los elementos de las listas puedes ser accesados por medio
de indexacion y particion.

Indexacion
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[ NON J & Spyder (Python 3

De B 5% E@ CHIECHE NG B2 Ffe

Users/marthagabriela/Documents/Python/Ejemplo_Python_2.py
NorthAme.. Zjemplo_Pyth.. jem.. :jemplo_Python_1 - Document.. Sjemplo_Python_1 - .spyder-py3/.. =

#!/usr/bin/env python

# —— coding: utf-8 —k—

Abril 2022

Ejemplos para el cuaderno de ejercicios
Proyecto PAPIME

@author: Dra. Martha G. Alatriste Contreras

#Importar librerias a usar

#Crear una lista
#Recordar que al crear una lista se crea una variable

#lLista de letras

#lLas letras son strings en lenguaje Python por lo que van en
#comillas

A=[IaI’lbI’ICI'IdI'IeI]

#Una lista de numeros
Numeros = [0,1,2,3,4,5]

#Una lista de animales. Las palabras para los nombres de los
#animales son strings en lenguaje Python por lo quevan en comillas

Animales = ['perro','gato','elefante'l

Figura 2.3: Vista del editor donde se crean las listas de ejemplo

» La indexacion nos permite extraer de la lista el elemento (o
lista) deseado(a).

» Para indexar una lista se tiene que llamar a cada elemento
por su posiciéon en paréntesis cuadrados.

= Las posiciones en listas en Python empiezan por la posicion
0 (cero).

15
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= Ejemplo 1. Si tenemos la lista A anteriormente definida y
queremos extraer la letra ¢ indexamos la lista de la siguiente
forma: A[2] = ¢

= Como la letra ¢ dentro de la lista A ocupa la posicion nimero
tres y el conteo empieza desde cero (0, 1,2), la extraemos con
el nimero 2.

» Ejemplo 2. Si queremos indexar el segundo elemento de

la lista ListaAnidada lo realizamos de la siguiente manera:
ListaAnidada|l] = [1,2,3]

» Ejemplo 3. Si queremos indexar el tercer elemento de la
segunda lista de la lista ListaAnidada: ListaAnidadal[l]|[2] =
3

Particion

= La particion nos permite seleccionar una porcion de la lista
en forma de otra lista conteniendo los elementos senalados.

= La particion se lleva a cabo tomando en cuenta las posiciones
de los elementos y senalando de donde a donde se quiere
seleccionar con el simbolo :

= La seleccion tiene que ir delimitada por paréntesis cuadrados.

= Ejemplo 1. Si tenemos la lista A anteriormente definida y
queremos extraer de la primera a la tercera letra, partimos
la lista de la siguiente forma: A2 = A[0 : 2] = [a, b, ]

= Si utilizamos [:], nos regresa una copia de la misma lista

porque le estamos pidiendo que la corte del inicio al final:
A2=A[]=A

» Ejemplo 2. Si queremos partir la lista ListaAnidada: L1 =
ListaAnidadal0 : 1] = [[1,2, 3], [4, 5, 6]]

Operaciones con listas
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[ NON J # Spyder (Python !

e, — HECHE G B2 f e

[Users/marthagabriela/.spyder-py3/autosave/Ejemplo_Python_1
[ NorthAmerical... fjemplo_.. Zjemplo_Python_1 - Documents/Py.. Zjemplo_Python_1 - .spyder-py3/autos.. =

#!/usr/bin/env python

# —k— coding: utf-8 —k-

Abril 2022

Ejemplos para el cuaderno de ejercicios
Proyecto PAPIME

@author: Dra. Martha G. Alatriste Contreras

#Importar librerias a usar

#Crear una lista
#Recordar que al crear una lista se crea una variable

#Lista de letras

#lLas letras son strings en lenguaje Python por lo que van en
#comillas

A=[Ial,lbl,lcl,ldl,lel]

#Indexacion

#Si quiero de la lista A la letra c, necesito llamar la posicion
#2 de la lista ya que en lenguaje Python, las posiciones empiezan
#en el cero, es decir, la primera posicion

indexar_c = A[2]

#Para visualizar la posicion 2 de la lista A, es decir la letra c
#le doy la instruccion a la computadora de mostrar la nueva
#variable que cree al indexar la lista Al

print(indexar_c)

Figura 2.4: Ejemplos de indexacion de listas

Si A y Numeros son listas, podemos realizar las siguientes opera-
ciones:

» Concatenacion: A+(f, g, h,i,j] = A=a,b,c,d,e, f,q,h,i,]]
= Remplazar valores: A[2] = m — A = [a,b,m,d, e, f,g,h,i,j]

= Anadir nuevos elementos: A.append(b) = A =[a,b,m,d,e,f,g,h i,j,b]
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[ NON | & Spyder

O B 8 = T D ¢

JUsers/marthagabriela/Documents/Python/Ejemplo_Python_2.py
O temp.py untitled0.py* Ejemplo_Python_2.py*

#!/usr/bin/env python

# —*— coding: utf-8 —x—

Abril 2022

Ejemplos para el cuaderno de ejercicios
Proyecto PAPIME

@author: Dra. Martha G. Alatriste Contreras

#Importar librerias a usar

#Crear una lista

#Recordar que al crear una lista se crea una variable
#Lista de letras

#lLas letras son strings en lenguaje Python por lo que van
#en comillas

A=[IaI'IbI'ICI’IdI’IeI]

#Una lista de numeros
Numeros = [0,1,2,3,4,5]

#Particion de una lista
A2 = Al0 : 2]

print(A2) #-> ['a','b','c']

Numeros_III = Numeros[0:3]

print(Numeros_III)#-> [0,1,2,3]

Figura 2.5: Vista del editor donde se ven ejemplos de particion de listas

= Remover elementos: A.remove(a) - A = [b,m,d,e, f,g,h,i,j,0]

= Contar cuantas veces aparece un elemento: A.count(b)
— 2

» Ordenar elementos de lista: Numeros.sort()
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[ ] [ ] # Spyder (Python 3.8)
D '.- E‘\T'j: EE @ E E .I> c’ :: " ¢ 6 -) /Users/marthagabriela/Documents/Python

[Users/marthagabriela/Documents/Python/Ejemplo_Python_2.py &L B B o Q ¢
[} temp.py Ejemplo_Python_2.py =
Name Type Size Value
#!/usr/bin/env python A 1 L O T N D T TN B O T
ist 10 a b c d e f
# —x— coding: utf-8 —x— L'a’, ! ! ! ! IR
(U Animales 1list 5 ['perro', 'gato', 'elefante', 'perico..

Numeros list 6 [e, 1, 2, 3, 4, 5]

Abril 2022

Ejemplos para el cuaderno de ejercicios
Proyecto PAPIME

@author: Dra. Martha G. Alatriste Contreras

#Importar librerias a usar

#Crear una lista
#Recordar que al crear una lista se crea una variable

#Lista de letras
#lLas letras son strings en lenguaje Python por lo que van
#en comillas

Variable explorer Help Plots Files Profiler Code Analysis

#Una lista de numeros (a] Console 1/A
Numeros = [0,1,2,3,4,5] CJEmpLo_rytnon_<.py , WUlr= JUusers/martnagaorieca/
Documents/Python")
#Una lista de nombres de animales. Como son strings van en
#comillas In [2]: Animales
['perro', 'gato', 'elefante', 'perico', 'raton']
Animales = ['perro','gato','elefante']
In A
Animales = Animales+['perico', 'raton'] ['a', 'b', 'g', 'h', 'i']
#->Animales = 'perro', 'gato', 'elefante', 'perico’', 'raton']
: A.append('j')
#Concatenacion de una lista
A
A=A+['F','g",'h', 0] 'a', 'b,

A.append('j')

IPython console History
<« LSP Python: ready @ conda: base (Python 3.8.5 Line 37, Col 1 UTF_8 LF

Figura 2.6: Concatenacion de listas y adicion de elementos a una lista en
Spyder

2.1.2. Conjuntos (sets)

= Un conjunto es una colecciéon sin orden y cuyos elementos
aparecen solamente una vez: set()

» Para crear un conjunto vacio llamado Colores utilizamos la
siguiente instruccion: Colores = set()

= También podemos crear un conjunto indicando los elementos

=00 77

explicitamente desde el principio: Colores = set([‘rojo”,‘amarillo” “azul)

= Las queries (consultas) de contenido son muy eficientes. Po-
demos consultar si el color rojo esta en el conjunto Colores; si
lo esté, obtendremos True (verdadero) de la consulta. Ejem-
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plo: “rojo” in Colores — True
= Los conjuntos en Python soportan lo siguiente:
e Anadir: s.add(x)
e Remover: s.remove(x)
e Limpiar: s.clear()

e Anadir todos los elementos de t a s (equivalente a s.update(t)):
s| =t

Los conjuntos soportan diversas operaciones matematicas. Ejem-
plos incluyen:

= Union: |

Interseccion: &

Diferencia: —

Diferencia simétrica: st

Subconjunto: s >t — True si t es un subconjunto de s.

Contenido idéntico: s ==t — True si s y t tienen contenido
idéntico.

2.1.3. Diccionarios

Construccion de diccionarios
= Los diccionarios proveen una forma de asociar valores entre
si.
» Los diccionarios estan indexados por “keys"que pueden ser

varios tipos de datos como strings (“nombre") o nimeros en-
teros.

» Un diccionario puede ser visto como un conjunto sin orden
de pares ‘“key:value".
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[ XON ) & Spyder (Python 3.8)
D = n‘z = @ E E [ I3 (G f @ € ) |Usersimarthagabriela/Documents/Python 5 4

/Users/marthagabriela/Documents/Python/Ejemplo_Python_3.py I B ~ Q ¢

& v

(ia temp.py Ejemplo_Python_3.py Ejemplo_Python_4.py =

Name Type Size Value

Colores set 3 {'amarillo', 'azul', 'rojo'}

#!/usr/bin/env python3

# —x- coding: utf-8 —x-
Colores_secundarios set 4 <{'naranja', 'cafe', 'morado..

Abril 2022

Ejemplos para el cuaderno de ejercicios

Proyecto PAPIME

Bauthor: Dra. Martha G. Alatriste Contreras

Colores_todos set 7 {'amarillo', 'cafe', 'azul'..

#Importar librerias a usar

#Crear un conjunto (set)
#Una forma de definir un conjunto es entre llaves
Colores = {'azul','rojo','amarillo'}

#Tanto add como remove son keywords que requieren que el
#elemento que se va a agregar o a remover este en parentesis

' '
E?}ﬁ;?go?g?és\)’eme ) Variable explorer Help Plots Files Profiler Code Analysis
o Console 1/A

rFytnon 5.5.1 \Q€TAulL, Jan ©& <£Y<ZV0, 10:1D:0Y)
Type "copyright", "credits" or "license" for more
information.

Colores.remove('verde')
print(Colores)

#0tra forma de crear un conjunto es con la keyword set() y
#una lista de objetos IPython 7.19.0 —— An enhanced Interactive Python.
Colores_secundarios = set(['verde','naranja','morado','cafe'])
Colores_todos = Colores|Colores_secundarios In [1]: runfile('/Users/marthagabriela/Documents/Python/
print(Colores_todos) Ejemplo_Python_3.py', wdir='/Users/marthagabriela/
Documents/Python")
{'amarillo', 'azul', 'verde', 'rojo'}
{'amarillo', 'azul', 'rojo'}
{'amarillo', 'cafe', 'azul', 'morado', 'verde', 'rojo',
'naranja'}

In [2]:

IPython console History

<, LSP Python: ready @ conda: base (Python3.8.5, Line 7, Col 1 UTF-8 LF RW Mem 55%

Figura 2.7: Ejemplos de conjuntos

= Al no tener orden, las “keys'no representan alguna posicion.
= Requiere que las “keys" sean tinicas (que no se repitan).

= Los “values"tiene que ser un elemento y pueden ser de cual-
quier tipo de dato: z, (x,y),4, ...

Para crear un diccionario vacio:
= DiccionarioA = dict()
= DiccionarioA = {}
Para anadir elementos a un diccionario vacio:

= Pares de key:value separados por coma dentro de los parén-
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tesls.
= DiccionarioAlkey| = value
Manipulacion de diccionarios

= La principal operaciéon que se puede realizar con los diccio-
narios es de almacenar un valor con una key y extraer o
actualizar el valor dada la key.

= También es posible borrar elementos del diccionario con el
comando del.

= Por ejemplo: del DiccionarioAlkeyl|

Para ver un ejemplo en Spyder de la creaciéon de diccionarios ver
el ejemplo del loop for mas adelante.

2.2. Programacion estructurada

Este teorema, también llamado Teorema Bohm-Jacopini, es un
resultado de la teoria de los lenguajes de programacion. Estable-
ce que una clase de diagramas de flujo puede calcular cualquier
funcion si combina subprogramas en sélo tres maneras especificas
(estructuras de control). Estas son:

» Ejecutando un subprograma y luego otro subprograma —»
Secuencia

» Ejecutando uno de dos subprogramas dependiendo del valor
de la expresion — seleccion

= Ejecutando un subprograma hasta que la expresion sea ver-
dadera — iteracion

[teracion

La iteracion es la repeticion de una serie de pasos tan frecuente
como sea necesario. Hay tres formas de realizar la iteracion:
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1. Utilizando la condicion if

2. Utilizando el loop for

3. Utilizando el loop while
Condicional if

El condicional if es un tipo de declaracion para la toma de deci-
siones en el lenguaje Python.

Condidional 2.2.1 La condicional if ejecuta caminos alternati-
vos dependiendo de que una condicion boleana sea verdadera.

La sintaxis de la declaracion condicional es:

if expresion boleana: sequido por un bloque de codigo identado
llamado el cuerpo del loop.

La sintazxis puede incluir una declaracion else o elif donde se es-
pecifica que st el boleano de if no es verdadero, entonces el loop
pasa al sequndo boleano.

Cuadro 2.1: Declaraciones para la toma de decisiones
Declaracion | Descripcion

If Una declaracion if consiste en una expresion bo-
leana seguida de una o mas declaraciones.
If ... else | Una declaracion if puede estar seguida de una de-
claracion opcional else que es ejecutada cuando la
expresion boleana es falsa.

Iteracion loop for

» La declaracion for itera los elementos de una secuencia (lista
o string) en el orden en el que aparecen.

= Un loop for siempre empieza con la sintaxis:

for identifier in secuencia, seguido por un bloque de codigo
indentado llamado el cuerpo del loop.

= Podemos tener "loops anidados".
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Falso

Condicional

Codigo del
Condicional

Figura 2.8: Diagrama de flujo de la toma de decisiones con el condicional if

Loop while
= La declaracion while repite un bloque de codigo en suce-
sion.
= Lleva a cabo la repeticiéon en casos donde no podemos dar

una secuencia ya establecida con anterioridad.

= Designamos una condicion en la forma de una expresion bo-
leana y se repite el cuerpo del codigo siempre y cuando la
condicion sea verdadera.

» La sintaxis del loop while es:
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F 3

Y

\ Verdadero
Condicional

Figura 2.9: Diagrama de flujo de loop for/while

while condition boleana: seguido por el cuerpo del codigo

indentado.

2.3. Referencias

= Goldwasser, M. and D. Letscher (2008). Object-Oriented Pro-
gramming in Python, Pearson Prentice Hall, New Jersey.

» Lambert, K. (2012). Fundamentals of Python: First Pro-
grams (Introduction to Programming), Course Technology,

Cengage Learning.
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[ ICN J @ Spyder (Python 3.8)

@ E: E L3 c’ ® 2 ) ¢ 6 =) [Users/marthagabriela/Documents/Python
/Users/marthagabriela/Documents/Python/Ejemplo_Python_4.py L B 8 # Q c
[} temp.py Ejemplo_Python_3.py Ejemplo_Python_4.py =
Name Type Value

#!/usr/bln/env python3 DiccionarioA dict {0:0, 1:1, 2:2, 3:3, 4:4}
# —x— coding: utf-8 —x-—

nin DiccionarioB dict {

Abril 2022

Ejemplos para el cuaderno de ejercicios
Proyecto PAPIME ListaA list [0, 1, 2, 3, 4]
@author: Dra. Martha G. Alatriste Contreras . X

Wi ListaB list [e, 1, 2, 3, 4]

#

i int 4

#Diccionario

#Crear diccionarios vacios
DiccionarioA = dict()
print(DiccionarioA)

DiccionarioB = {}
print(DiccionarioB)

ListaA = [0,1,2,3,4]

#Creo una lista vacia para despues anadir elementos con el
#loop for o Console 1/A

#Usamos el metodo range para iterar sobre los elementos que hay FYLNON 3.8.1 (UETAULL, Jan © 20260, 10:15:2Y)

#en el rango del @ al 5 sin contar el 5 Type "copyright", "credits" or "license" for more
ListaB = [] information.

for i in range(0,5):

ListaB.append(1i) IPython 7.19.0 —— An enhanced Interactive Python.
print('ListaB',ListaB)

Variable explorer Help Plots Files Profiler Code Analysis

In [1]: runfile('/Users/marthagabriela/Documents/Python/
#Anadir elementos a los diccionarios utilizando el loop for Ejemplo_Python_4.py', wdir='/Users/marthagabriela/
for i in range(len(ListaA)): Documents/Python")
DiccionarioA[ListaA[i]]=ListaB[i]

{3
print('DiccionarioA',DiccionarioA) ListaB [0, 1, 2, 3, 4]

DiccionarioA {0: 0, 1: 1, 2: 2, 3: 3, 4: 4}
In [2]:

IPython console History
< LSP Python: ready @ conda: base (Python3.8.5, Line 8, Col 1 UTF-8 LF Mem 57%

Figura 2.10: Ejemplos de la creaciéon y manipulaciéon de diccionarios con el
loop for en Spyder

= Beazley, D. (2009). Python Essencial Reference, Fourth Edi-
tion, Developer’s Library.

= Lutz, M. (2013). Learning Python, Fifth Edition, O'Reilly,
USA.

= Python tutorial en linea: https : //docs.python.org/3/tutorial /index.html

» The Python Standard Library: https : //docs.python.org/2/library/index.html
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Cuadro 2.2: Tipo de loop y descripcion

Tipo de loop

Descripcién

While

Repite una declaracion o grupo de declaraciones
mientras una condiciéon dada es verdadera. Prueba
la condicién antes de ejecutar el cuerpo del loop

For

Ejecuta una secuencia de declaraciones multiples
veces y abrevia el codigo que administra la variable
del loop.

Anidados

Se puede usar uno o mas loops dentro de cualquier
otro loop while o for.

27
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Capitulo 3

Calculo Diferencial Multivariado

En esta seccion del cuaderno presentaremos limites, la definicion
de la derivada, y las reglas de diferenciacion para funciones de una
y mas variables asi como las reglas de integracion para funciones
de una variable.

3.1. Limites

Los limites son necesarios para introducir el tema de diferenciacion
y para definir la derivada. Los limites nos dicen como se comporta
una funcion, f(z), cuando su variable independiente, x, se aproxi-
ma a un valor particular, a, sin tocarlo. La variable independiente,
x, se puede aproximar a un valor particular por la derecha (x > a)
o por la izquierda (z < a).

Definicion
El limite de f(z) cuando z tiende a a es el nimero L.

lim f(z) =L (3.1)

T—a

Siempre que (x) esté arbitrariamente cercana a L Vz lo suficien-
temente cerca, pero diferente a, a.

29
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Si no existe tal L, se dice que el limite no existe.

Para que el limite exista es necesario que los limites laterales
sean iguales:

lim f(z) = lim f(x)

z—at T—a~

Los limites laterales son los limites cuando el valor de la varia-
ble independiente se aproxima a un valor por todas las posiciones
posibles. En el caso de funciones de una variable, la variable inde-
pendiente se puede aproximar a un valor dado a inicamente desde
dos posiciones, por la derecha a™, y por la izquierda a™.

T A —— ———
a X

Figura 3.1: Limites laterales. Cémo la variable independiente x se aproxima
al valor a por la derecha y por la izquierda.

En el caso de una funciéon de dos variables, nos encontramos con
que las variables independientes se aproximan a un punto forman-
do un disco. Existe un infinito de posiciones desde las cuales las
variables independientes se pueden aproximar al punto. En este
caso, para determinar si un limite existe es 1til recordar las ca-
racteristicas de los diferentes tipos de funciones.

3.1.1. Propiedades de los limites

1. Si f(z) = ¢, entonces: lim f(z) = limec=c
Tr—a Tr—a

2. lim 2" = a" para cualquier entero positivo n.
r—a

3. Si lim f(x) y lim g(z) existen, entonces:
Tr—a Tr—a

lim[f(z) £ g(x)] = lim f(x) £+ lim g(x)

Tr—a Tr—a T—a
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4. Silim f(x) y lim g(z) existen, entonces:
Tr—a Tr—a

lim[f(z) - g(x)] = lim f(z) - lim g(z)

Tr—a

5. lim[cf(z)] = ¢ lim f(x), donde ¢ es una constante.
r—a r—a

6. Si f es una funcién polinomial

f(x) = cpz"+cp, 12" 1+, . .42+, donde n es un nimero
entero no negativoy ¢,,c,_1,..., 1,y son constantes en las

que ¢, # 0

entonces:

lim f(z) = f(a)

T—a

7. Silim f(z) y lim g(x) existen, entonces:
Tr—a Tr—a

) r lm f(z)
iy 29 = B i ) £

8. lim {/f(x) = p/lim f(z), donde si n es par se requiere que
r—a r—a

lfm f(z) > 0.

T—a

9. Si fy gson dos funciones para las cuales f(z) = g(x) Vo # a,

entonces:
lim f(z) = lim g(x)
Tr—a Tr—a

Estrategia para la evaluacion de un limite

= Si f(x) es una funcién polinomial entonces podemos en-
contrar el limite directamente: lim f(z) = f(a).
r—a

= Si f(z) no es una funciéon polinomial, dependiendo de la for-
ma especifica de la funcion, podemos ver si alguna propie-
dad de los limites aplica.
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= Si no aplica alguna de las propiedades de los limites direc-
tamente, entonces habra que determinar si primero hay que
realizar algunas operaciones o si se puede factorizar y simpli-
ficar.

Para evaluar el limite de una funcion racional es importante con-
siderar lo siguiente. Primero, una funcion racional es un cociente
de polinomios. Segundo, al encontrar el limite al infinito de una
funcion racional hay que considerar que a medida que x se vuelve
cada vez mas grande (r — o0), ambos el numerador y el deno-
minador de la funciéon tienden al infinito. Sin embargo, la forma
del cociente puede modificarse de modo que se pueda sacar algu-
na conclusion de si existe o no el limite. Una estrategia es dividir
el numerador y el denominador entre la mayor potencia de x que
aparezca en el denominador. Otra estrategia es si f(x) es una fun-
ciéon racional y a,x" y b,x™ son los términos en el numerador
y denominador respectivamente, con las mayores potencias de x,

entonces:

If = lfm 27
dim fle) = lim g5
y

If = lim 2=
x—1>IEloo f(x) x—1>gloo bpn™

3.2. Diferenciacion

3.2.1. La definiciéon de la derivada

La derivada como la pendiente de la recta tangente que pasa por
un punto.

Para introducir el tema de diferenciacion, consideremos dos puntos
sobre una curva (para funciones de una variable): A, B.

Tenemos que regresar al concepto de pendiente de una curva:
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Figura 3.2: Recta secante

La pendiente de una curva en un punto A es la pendiente, en caso
de que exista, de la recta tangente en ese punto A.

Para la curva y = f(x) y para los puntos sobre la curva A =
(1, f(x1)) y B = (w9, f(x2)), la pendiente de la recta secante
AB es:

g = 120~ S 0

Sih =29 — 21 = 29 = 21 + h para h # 0, de lo contrario si
h =0 = z9 = x1 y no existiria recta secante. Obtenemos en
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términos de h:

— f(flfxzz - ;(1’1) _ J(h+ wl})L — f(z1) (3.4)

Conforme B se mueve a lo largo de la curva hacia A, x5 se apro-
xima a x7. Esto significa que h se aproxima a cero. La tangente
en A es una posicion limite de las lineas secantes que cortan a la
curva sobre la que estd A. Entonces, la pendiente de la tangente
es el valor limite de las pendientes de las rectas secantes conforme
el punto B se acerca a A. El angulo « formado por la linea rec-
ta tangente (T) con el eje z debe de ser igual al valor limite del
angulo 6 (Aleksandrov et al. 2015).

El valor de 6 es determinado a partir del tridngulo formado por
ABC (ver figura 3.3):

CB _ fla+h) — f(x0)

tan = :
anf = —= h (3.5)
En la posicion limite debemos tener:
B) —
tana = lim tanf = lim f(@o+h) = J (o) (3.6)

BA h—0 h

Entonces, el valor limite de las pendientes secantes, que es la pen-
diente de la recta tangente en (z1, f(x1)), es:

Mtagn = lim f(x2) _ f(xl) = lim f(xl + h) _ f(xl)

T2—2T1 To9 — X1 h—0 h

(3.7)

La definicién de la derivada

Una vez desarrollada la idea de diferenciacion, presentamos la de-

finicion de la derivada. La derivada de una funcion f es la funcion,

denotada por f y definida por:
/ f(z) — f(x)

=i — i
fw) = lim =—"—"— = lim

flz+h) = flz)
. (3.8)
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y=f{x}

x0 *0+h

Figura 3.3: Recta tangente

si el limite existe.

La derivada de una funcién, o el valor de la derivada en un punto

dado, es el limite al que se acerca el cociente incremental de la

funcién con respecto al incremento h de la variable independiente,
Ay

cuando esta tltima se acerca a cero: lim ZZ.
Az—0 Az

El valor de la derivada depende del punto x en el que es evaluada.
Por lo tanto, la derivada de una funcion es ella misma una funcion
de x.

Si f'(a) puede encontrarse, se dice que f es diferenciable en a, y
f/(a) se llama derivada e f en a o derivada de f con respecto a x
en a.

El proceso de encontrar la derivada se llama diferenciacion. Ade-
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mas de la notacion f (z) también denotamos la derivada de f con
las siguientes formas: Notacion de Leibniz %; —(f(2)); Do(f(x)).
Todas son equivalentes y denotan la derivada de f con respecto
de x.

3.2.2. Reglas de diferenciacion
A continuacion presentamos las reglas de diferenciacion y su de-
mostracion utilizando la definiciéon de la derivada.

1. Si f(z) = ¢, donde ¢ es una constante:

d
—f(x) =0 (3.9)

La derivada de una constante es cero.

Si f(z) = ¢, la definicion de la derivada da: - f(z) = lim fah) =)

h—0 h
h’m% = h'm% =lim0=0
h—0 h—0 h—0
2. Si f(z) =a™
d
%f(x) = ng"! (3.10)

la derivada de x elevada a la n potencia es n por x elevada
a la potencia n — 1.

Si f(x) = 2", para n un entero positivo, la definicion de la
derivada da:
d — Vi LR —f(z)
o (2) = }1115)1’(1) n

Z;L:O Ci$n7ihi—$n

= lim =
h—0 h

= Jim 2= G
h—0 h
h Z?:l Cixnfihifl
n

= lim
h—0
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. n en—tht—1 17 n—1 n en—tht—1)

=lim) ", Cia" "W~ = lim(na" + >/, Ciaz"'h'™) =
h—0 h—0

TLZEn_l

3. Si F(z) = cf(x):

—F(x) = c—f(x) (3.11)

la derivada de una constante por una funciéon de x es la cons-
tante, ¢, por la derivada de la funcion de z.
Si g(z) = cf(x), al aplicar la definicion de la derivada da:

G () = lim L2th=0@) _ jqp, flath)=cf(z)

h—0 h—0 h
— Y LS gy Lot S0 gy et
/h—>0 h—0 h—0
cf (z)
Si F(x) = f(z) + g(x)
d d d
() =— — 12
TF(@) = f(2) + () (3.12)

la derivada de una suma de funciones de x es la suma de
las derivadas de las funciones. Encontramos la derivada de
una resta de funciones sustituyendo el signo menos por el de
adicion.

Si F(x) = f(x) + g(x)

F/(z) = 1im Eeth)F)

h—0
gy Pttt h)] - [f (@) te()]
h—0 h
— iy Lt @) o) —g(@)]
h—0 h
= Jfm LEHIIE) | loath—g@] _
h—0
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5. Regla de la diferenciacion de un producto de funciones de x:

SiF(z) = f(x)g(x):

d _ (@) df(x)
- F(2) = flo)= =+ —-

g(x) (3.13)

%(producto) = (derivada de la primera)-(segunda)+(primera)-
(derivada de la segunda)

Si F(x) = f(x)g(x)

F'(z) = lim ZE=F@) _ iy, Sshgleth)—f(@)o()
h—0 h—0

Sumamos un cero en el numerador: f(z)g(z+h)— f(x)g(x+
h) =0

= F/(:L‘) — lim fa+h)g(z+h)—f(z)g(x)+f(x)g(x+h)— f(z)g(z+h)
h—0 h

Reagrupando:

o F(a) = Jim LG @) (g th) gt
h—0 h

iy Gt —F@)glath)+f (@) (gla+h)—g(x) _

h—0 h
)~ f@)gleth)+lim () (g(e+h)—g(x))
= hl’n . — ) _
h—0
_ iy SRS fim glath)+im fla) fim(o(ath)—g(e)
h—0 h
= f(x)g(z) + f(z)g (z)

6. Regla de la diferenciacion de un cociente de funciones de x:

Si F(x) = %:

d Ug(x) — fla) "
() = d (3.14)
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(denominador) (derivadanumerador)—(numerador)(derivadadenominador)
(denominador)?

Si F(z) = %, entonces F(x)g(z) = f(x)

dicociente =
T

por la regla del producto obtenemos:

F(x)g (z) + g(x)F (z) = f (x)

Despejamos F' () y obtenemos:

9(x)
_ f@)
F(@) =3
por lo que
Lo f(x)_f(sz)(i)(w)
F)=—"%

Simplificando (realizando la resta del numerador y luego el
cociente) se obtiene:

F(z) = g(x)f (@)(;)J;gx)g (z)

7. Regla de la cadena:

SiY = f(u(x)) es una funcion diferenciable de u, y u es
una funcion diferenciable de x, entonces Y es una funcion
diferenciable de x.

A _dYdu _df() du(o)
der  dudr  du dx

(3.15)

8. Regla de la potencia generalizada: Si Y = U" for u € R, y si
u(x) es una funcion diferenciable de x, entonces:

dy. du" _ nUn_ldu(:z:)

i 1
dx dx dx (3.16)

9. Derivada de una funciéon logaritmica:
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a) SiY = Ina:

ay 1

—_— = 3.17
dv =z (3.17)

b) Si Y = Inu, donde u(z) es una funcion positiva y dife-
renciable de x, por la regla de la cadena tenemos:
dY d(lnu) d(lnu)du  1du
de  dr  du dr wudz

(3.18)

c) Si'Y = logyu, primero tenemos que reescribir la funcion
en términos de In y luego diferenciar con la regla de

d(lnu)
. Inu
Y =— 3.19
Inb (3:19)
dy d ((lnu))_ 1 d(lnu)du 1 du (3.20)
dv  dx  Inb’ Inb du dx  (Inbudr
d — Vi LEth)—f(@) _ e In(zt+h)—ln
i/ (@) ,{ﬂ% h }Lﬂ% B
Sabemos que In(m) — In(n) = In(™)
d _ In(z+h)—lnz __ ¢ b — Vm 17 (2] — 15 (L
i (2) =0 = i = e ) = il
2]

Reescribimos % = y obtenemos,

1 =z
z nY
rin(m) = In(m)" Lin(z) = hm[ Lin(14 1)) = hr%[ In(1+
hyET 1 AT
%) = L timfin(1 + 4)7) = Linflim(1 + 1)

Cuando h — 0 = =z es constante y .". % — 0. 51 k = %, el
limite se convierte en:

11;1’11(1)(1 +h)r=e . Lin(z) = tine=1(1) =L paraz > 0
_>

x
10. Derivada de una funciéon exponencial:

SiY =e" donde u(z) es una funcion diferenciable de x:

dY d Ldu
e') = e"— 21
dx d:c( ) =¢ dx (3:21)
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Stu=z=12=1 L) =¢"

11. Regla de la cadena para funciones de mas de una variable:

Si z = f(x,y), donde x,y son funciones de r,s dadas por
r = x(r,s),y = y(r,s). Si f,z,y tienen derivadas parciales
continuas, entonces z es una funcién de r, s.

%
dr

%
ds

_deds
~ dxdr

dz dx

T drds

dz dy

—— 22
dy dr (322)
dz dy

—— 2
dy ds (3:23)

El nimero de derivadas parciales estd dado por le nimero de
variables independientes, en este caso 2: r, s.

El nimero de variables intermedias de z, en este caso z, y, es

el niimero de términos de cada una de las derivadas parciales.

3.2.3. Diferenciacién parcial implicita

Cuando una ecuacién en x, ¥y, z no necesariamente define a z co-
mo una funcion de x,y utilizamos la técnica de la diferenciacion
parcial implicita. Decimos que aunque la ecuaciéon no expresa de

manera explicita a z como funciéon de x, y, puede considerarse que

expresa a z como una funciéon implicita de x, y.

Procedimiento:

1. Diferenciar con respecto a la variable de interés cada lado de

la ecuacion.

2. Usar las reglas de diferenciacion correspondientes paso a pa-

S0.

3. Agrupamos todos los elementos que tienen a la derivada par-

cial que se busca y factorizamos por factor comun.
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4. Despejar la derivada parcial que se busca.

Para los ejemplos utilizaremos las siguientes notaciones: — o

f(x) '

3.3. Ejemplos

3.3.1. Limites

1. lim 222 4+ 32 — 2

r—2

Observar que éste es el limite de una funcién polinomial por
lo que podemos evaluar el limite directamente. Alternativa-
mente, podemos aplicar las reglas de los limites paso a paso.
La primera regla que aplicamos es la regla que dice que el
limite de una suma o resta es la suma o resta de los limites.

Entonces,

a) 11’11%2352+3:c—2 =22%+3(2)-2=24) +6—-2=
z—
8+6—2=12

b) lim 22° + 3z — 2 = lim 22° + lim 32 — 1im 2 por la regla
z—2 T— r— z—2

3.

lim 222 + lim 3z — lim 2 = 2 lim 2? 4+ 3lim = — 2 por la
z—2 T2 z—2 T2 z—2
regla 5 aplicada dos veces y la regla 1.

2lim 2® +3limax — 2 = 2(2)% + 3(2) — 2

T—2 r—2

por la regla 2 aplicada dos veces.

lir%2$2+3x—2:2(4)+6—2:12.
T—r

4
2
9 lfm LT
x—0 :1:2—|—g:
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Observar que es una funcion racional por lo que no pode-
mos sustituir directamente. Alternativamente, podemos apli-
car las reglas de los limites; sin embargo, si aplicamos la regla
7 el denominador seria cero y se indeterminaria el cociente.
Por esta razén no podemos aplicar la regla 7. Otra estrate-
gia es factorizar y simplificar el cociente y ver si podemos
entonces evaluar el limite.

Factorizando por factor comin obtenemos:

oot 2e  x2(aP+2)

lim — = —_—

=0 2+ 1 =0 x(r + 1)

la  en el numerador y denominador se simplifica y obtene-
mos:

Lot 422 Lo+ 2

lim —— = lim

=0 2+ 1 z—=0 x4+ 1

El cociente resultante ya no se indetermina si aplicamos la
regla 7 que dicta que el limite de un cociente es el cociente
de los limites ya que el denominador es diferente de cero.
(3
4349 :lcli%(x +2)
lim = —
z—0 r + 1 lim(z + 1)
x—0

Observamos que tanto el numerador como el denominador
son limites de funciones polinomiales por lo que podemos
evaluar los limites directamente:

h’r% (2% +2) 9

T—

—— = frac0+20+1=-=2

lim(z + 1) / 1

z—0

Alternativamente, podemos evaluar los limites del numerador
y denominador aplicando la regla 3 de los limites que dice
que el limite de una suma es la suma de los limites y después
recordar que la regla 1 nos dice que el limite de una constante
es la constante.
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3
Tl

lim 5
r—— l,fC — X

Observar que este caso también es una funciéon racional por
lo que no podemos sustituir directamente. Alternativamente,
podemos aplicar la regla 7 de los limites, tinicamente si el
denominador no es cero al aplicar la regla.

’ 3
Yo lim v a*
T z——1
lim 5 = — 5
r—=-1x% — 1 lim % —x
z——1

Observar que después de aplicar la regla 7 tenemos en el nu-
merador el limite de una funciéon polinomial. Entonces pode-
mos evaluar el limite sustituyendo directamente. Asi mismo,
el denominador también es el limite de una funciéon polino-
mial por lo que podemos sustituir directamente y al sustituir,
no tenemos cero:

V7 YOy

1
lim 22—z = (-1)2—(-1 1+1 —27 2
r——1
x4 2+ 2
lim

r—oo  4x? 4+ x

Observar que esta funciéon es una funcion racional, por lo que
tenemos que encontrar un limite al infinito de una funcion
racional. Para encontrar este tipo de limites para este tipo
de funciones tenemos la regla que dice: podemos tomar la
potencia de mayor orden del numerador y del denominador
y encontrar el limite de esa expresion simplificada:

ot 2?22
lim =
z—oo  4x? 4+
/ 4 / 2
= lim ;& = lim % 4l1mx2 00
r—00 T T—00 T—00

vVt + 222
lim ——

z—o0 12+ 2x
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3.3.2. Calculo diferencial de varias variables

1. f(z,y,2) = n(923y22% + 3z2yz + k)

Esta es una funcion de tres variables por lo que encontramos
tres derivadas parciales de primer orden.

Primero se expresa la funcion en términos de derivada parcial
con respecto a la variable de interés:

8f_ 0 3,22 2 (2y)?
%—%ln(&cyz + 3x*yz + EWY)7)

Después, aplicando las reglas de diferenciacion paso a paso
derivamos:

0 2
of %(9x3y222 + 32%yz + k@)

Or  9x3y222 + 3x2yz + k@)’

En la parte del numerador utilizando la regla de diferencia-
cion 4 se procede a escribir:

0 0 0
of £9x3y222 + %3x2yz + ék(f”y)z
or 931222 + 3a2yz + k)’

Utilizando la regla 3 se descompone la parte del numerador
separando las constantes de la variable a derivar

8563 6x2 8 2
0,2:29% 1 3,97 0 pay
ﬁ: ve Ox + yzax +8:L‘
ox 9a3y?22 + 3x2yz + kwy)’

Para encontrar la derivada del tiltimo elemento de la suma de
la derecha de la ecuacion, primero se debe cambiar a base e
y luego derivar. Cambiamos de base de la siguiente manera:

K@) — (el — ek

Se reescribe la derivada:
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5.%3 8332 5 2
2.2 xy)“lnk
of _ 9y“z 5 + 3yz—ax + _3:1:6( v)
ox 9x3y222 4 3a2yz + k@)

Una vez que cambiamos de base, derivamos:

2. O
of 9y22%(322) 4 3yz(2z) + @Ik — g2 2Ink

U ox
0x 9x3y222 4 3x2yz + k@)

Aplicando la regla 10 en el dltimo término de la suma:
of 272%y%2% 4 6zyz + e("””y)zmklnk:y2
or

202913222 + 3atyz + k)’

Of  2Tx*y*z* + Gxyz + @Ik [ ey (2
or 93y222 + 3a2yz + k@)

Se reescribe la base e en su base original:

af 2722222 + 6xyz + 2xy* k) Ink
or 931222 + 3ayz + k)’

Para realizar las otras derivadas parciales se utilizan los pasos
anteriores:

of o

o = a—yln,(Q:lc?’sz2 + 32%yz 4 k@v)°)

0 2 >
of 8—(9x3y2z2 + 3z2yz + k))923y222 4 3x2yz + k@)
_ 9y

(9_y -
0 0 0 >
93222 4 L g2 — L(=y)

g:ay oYz +6y :cszray

oy 9231222 + 3a2yz + k)’

Oy? dy 0 2
93,222 4 342,27 = (zy)?lnk
(9f_ xzay+ a:zay+aye

dy 931222 + 3a2yz + k)’
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0
92322(2y) 4 302z + eV ik 2021 )

of _ 9y
oy 931222 + 3a2yz + k)
1823y2% + 32%2 + e(gcy)Ql”klrLlfoa—y2
of _ 7 Jy
oy 93y222 4 3a2yz + k@)
of  18a%yz” + 3a%z + @ Ik [ fea? (2y)
oy 93y222 4 3a2yz + k@)
af 1823y22 + 3222 + 222yk“)’ Ink
oy 93222 + 3alyz + k@)’
Derivada con respecto a z:
0 0 >
8_£ = aln(9x3y222 + 32%yz + k@)
9 3,22 2 (2y)?
of 5(9:63/2' + 3zyz + k\WY7)
8z 9x3y222 + 3a2yz + k)’
9 3,22 9 2 0 (2y)?
8_f: £9x Y-z +£3az yz+£k
0z 9x3y222 + 3a2yz + k@)
6 o 0z

9z 9x3y 22 + 3x2yz + k(xy)

Se destaca que el dltimo término de la suma del numerador no
contiene la variable z.

of 9239%(22) + 3%y
0z 9x3y222 + 322yz + k@)
of 1823y%z + 3%y

0z 939222 + 3x2yz + k@)’
2. f(K,L)= KL’ + (KL)*™ 4 L
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Esta es una funciéon de dos variables por lo que encontramos dos
derivadas parciales de primer orden.

Para encontrar la derivada parcial con respecto a K, primero es-
cribimos que vamos a diferenciar con respecto a K:

of 0
0K 0K
Por la regla 4 se descompone la suma como la suma de las deri-
vadas:

(KaLb—l— (KL)a+b+Lab)

of 0 0 0
— = K4+ —(KL)*"*" 4 — L%
ok ~ okt gr T T gR
Aplicando la regla 3, sacamos las constantes de la derivada
of OK* 0
L = b) (K L)1 K[,
ok = Var Tl T MIEL S KL A0
of . . 0K
i a KL (a+b) lL_
K L’(aK* )+ (a+b)(KL) K
O gy (a4 b)L(K L)1
T OK
Ahora derivamos con respecto a L:
af 0
= = (KL 4 (KL)% + L
5L = AL + (KL)"7 + L7)
of 0 0 0
_:_KaLb _KLcH—b _Lab
T A A Y,
af oL’ 0 0
= K'— b)(K L)' — K[+ _—L®
or ~ o Tl DIRL e KL 5T
af b1 ... 0L B
~J _ ra KL (a+Db) L2~ J,ab—1
Y7 KL~ 4+ (a+b)(KL) (‘9L+ab
of b1 b1 b—1
co5p = DKL (ot b)(K L))~ 4 qbLa
L (m+n)®
3. f(m,n) =

€m+n
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Esta es una funcion de dos variables, por lo que encontraremos dos
derivadas parciales de primer orden. Primero se expresa la funcion
en términos de la derivada con respecto a la variable a derivar.

(9f B o [k(m+n)2]
om  Om' emtn

Aplicando la regla 6 de la derivada de un cociente, se tiene:

€m+ni(k(m+n)2) . (k(m—i—n)?)iemﬁ-n

of am am

om e(m+n)?
Se empieza a derivar en la parte del numerador utilizando las
reglas de diferenciacion 2, 3 y 4:

of _ em+n[2(km+n)a%<km+n)] _ (k(m+n)2)(em+na%(m + n))

om elm+n)®

Para poder derivar la parte que tiene la base diferente a e, se hace
la transformacion necesaria.

pmtn — (elnk‘)m—l—n — 6(m—l—n)lnk;

om  0On

0 2
af emtn [2(km+n)%e(m+n)lnk] . (k(m—i—n) )[e(m—&—n)(% + %)]

om e(m+n)?

of €m+n[2(km+n)[€(m+n)lnki(m + n)lnkﬂ _ (k(m+n)2)<e(m+n))

_ om
om elm+n)?

+ +n\ [, (m+n)ink om  On (m+n)2\ ( ,(m+n)
af ¢ [em nl”k(%Jr%)H—(km o) (em)
om elm+n)?
8f B €m+n[2(km+n)(e(m+n)lnklnk)] _ (k(m—i—n)Q)(e(m—i-n))
om elm+n)?

Se convierte nuevamente a la base original:

Of 2™k (k™) (kM) — (K (elm )

om e(m+n)?
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Reducimos términos factorizando:
of  2nKkmn” — min)y’

om emtn
Encontramos la derivada respecto a n:
of 0 klmn)
on  On' emtn
a 2 2 a

m4n_—_ (1.(m4+n)*\ _ (L.(m4+n)*\_Z _m+n
of _ e 8n(k ) — (k ) 5 ¢
on elm+n)?

{2k ()] — (k) (emtnL (o 4 )
% — on on
on e(m+n)?
Emtn — (elnk)ern — e(ern)lnk

a 2 8m 8%

m+n[9( fom+n) _—_ (m4n)ink] _ k(m+n) (m4n) 2% 2%
pp <R el — (e[l (4 S
on elm+n)?

0 2

m4+n m-+n m+4n)ink m+n m-+n
of _ et (kM) [elm i) %(m—i—n)lnk]] — (kmHm)7) (elm4n))
on elm+n)?

€m+n[2(km+n)[6(m+n)lnklnk<8_m + @)H - (k(m+n)2)<e(m+n))
g _ on___ On
on elm+n)?
8f B em+n[2(km+n)(e(m—i-n)lnk:lnk)] _ (k(m+n)2)<e(m+n))
8_’)% o 6(m—|—n)2
of  2e™nk (k™) (kM) — (K (elm)
% o e(m+n)2
COf 2Kk — )
“om emtn

- f(y, 2) = (2% + 20y)

Se expresa la funciéon en términos de la derivada con respecto a la
variable de interés:
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aof 9, 5, 2

A 27u)?

il G )

Utilizando la regla 2, la regla de la potencia, se obtiene:
of

s O
22,2 21 Y
ax—Z(fcy + 2zy) ax(

Se utiliza la regla 4 que indica que la derivada de una suma es la
suma de las derivadas:

22y? + 2xy)

of 5 5 > ., 0 0
Yl 921202 1+ 29
B — 2 @Y+ 22y)T T (oaty” + 5 2ay)
Utilizando la regla 3, se obtiene:

—_J 2 ze—=1(,2"" 2y —
5~ (z%y” + 22y)" ' (y 5.+ yax)
A continuacion derivamos:

0

a_J:; = 2%(a%y” + 22y)” ! (229 + 2y)

Se reducen términos semejantes haciendo una multiplicacion sim-
ple:

0 2

6—f = (229?22 + 2y2?) (2?y? + 2xy)* !
x

Para la derivada respecto a y se siguen los mismos pasos anteriores.
af o 2
oy a—y(93292 + 2xy)*
of 2(,.2,2 210 59
— = z2°(z%y" + 22y)* T —(x7y* + 22y
o= —— )
of 9/ 9 o 2,0 0
—_J 2 ze=1¢ =~ ..2,2 —9
9y - (zy* + 22y) (ay@" vt 3, zy)
8f 2/ 9 9 2 8y2 (9y
—_J 2 z¢=1(,.279 Q-2
o 24 (x*y* + 2xy)* H(x 2y + l‘ay)
of _

= 2(2%y? + 2zy)” 222y + 22)
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0
a—f = (222y22 + 2222)(x%y? + 2xy)*
Y
Para encontrar la derivada con respecto a a se observa que tanto
x como y son constantes, por lo que pasan a ser una base diferente

de la base e:

of 0 5 9 9
_— = — 2 z
0z 82(90 y" +2zy)

Se convierte a base e lo que se encuentra en el paréntesis:

22

(x2y2 + 2xy)z2 — eln(@®y’+2ay)* _ o2Pin(a?y+2uy)

Se reescribe la derivada:
ﬁ _ Q o7 In(z?y?+2zy)

0z 0

Se comienza a derivar segin la regla 10:
of
0z
Utilizando la regla 3:
af
0z
Derivando:
of
0z
Reescribiendo en la base original y reordenando términos:
. 9f

0
— ezZm(gg2y2+2xy)8_Z21n(x2y2 + 2$y)
4

2
_ ezQZn(x2y2+2xy)ln(x2y2 + Qxy)ai

0z

= 22(22y2 + 22y)* In(22y? + 22y)

3.3.3. Diferenciacién de segundo orden

Reglas de diferenciacion de funciones de varias variables de segun-
do orden:
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Pf o 0f. . f 00f . &f 0.0f
?—%(%)—fma—yg—a—y(a—y)—fyy@—a(%)—

Derivadas parciales mixtas:

f 0 ,0f o2f 0 0f

000z~ o5'ar) 1 aaor — 0:\as) T I
of o ,0f . &f 9 0of
920y %(a_y) = fyo 90y @(8_31) = fy:
o2f o ,0f , f 9 0f
000z~ 009 ~ T apen ~ay'as) T I

1. f(x,y,2) = 32%y°2% + 22y + 23

Esta es una funcion de tres variables. En esta seccion encon-
traremos las derivadas parciales de segundo orden. Para ello
habra que diferenciar las derivadas parciales de primer orden
con respecto a cada una de las variables independientes de la
funcion.

Comenzamos con encontrar las derivadas parciales de primer
orden. Utilizaremos la notacion de sufijos:

0 0 0 0
fo= a—ﬁx(3x2y3228+2xy+23) = £3x2y322+%2xy+8—xz3 =
3y3z2%x2+2y£x+0 = 3y322(2x) +2y(1) = 6zy32% = 2y
0 0 0 0
fy = a—y(3x2y322+2xy+z3) = a—yBx2y322+a—y2xy+a—yz3 =
0 0
3x232a—y3+2x6—y—|—0 = 32222(3y?) +22(1) = 9x%y?2% 422
Y Y

0 0 0 0
f.= 6—5(3x2y3z2+2xy+z3) = $3x2y322+£2xy+£z3 =
3$2y38—z2 + 0 + 32% = 32%y3(22) + 32% = 62%y>2 + 327
z

Una vez obtenidas las derivadas parciales de primer orden,
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continuamos con la obtencién de las derivadas parciales de
segundo orden. Comenzamos por encontrar las derivadas par-
ciales de segundo orden puras.

0
facx (6ary + 2y)

ox
0 0
i . —6x132% + . —2y
0
f:m: - 6y3228_i +0
B fa:x = 6y3z2

Esta derivada parcial de segundo orden se conoce como pura
ya que es Unicamente con respecto a una sola variable, en
este caso x.

Ahora encontraremos las derivadas parciales de segundo or-
den con respecto a y fy,:

2(9:62(7/222 + 2x)

fyy:ay
_ 0990, 0
oy = ay9x Yoz —|—ay2x
2
foy = 972 2%+0

 fyy = 182%y2?

Esta derivada parcial de segundo orden es pura ya que es
tinicamente con respecto a una sola variable, en este caso .

fZZ:

9 2,3
for = 8(6:16yz—|—32)
§6x2y z—i—gSzQ

foz = 0z
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0z 02
— 2,37~ i

Esta derivada parcial de segundo orden se conoce como pura
ya que es Unicamente con respecto a una sola variable, en

este caso z.

Ahora encontraremos las derivadas parciales de segundo or-
den mixtas. Son mixtas porque son derivadas parciales de
primer orden diferenciadas con respecto a una variable dife-
rente a la de su primera derivada.

fxy:
0 3.2
Joy = a—y(&ﬁy z° + 2y)
0 59, 0
Joy = anyy 24+ 8y2y
oy* 0y
_ 2 oy
Joy = 622 _8y + 253;

o Sy = 18zy%2% + 2
f.fL'Z .

for = 0 (621322 + 2y)

0z
0 0
Tz — —6 322 —2
f 0z Ty 0z J
a 2
foz = 6xy?’i +0
0z
for = 629°(22)
fa:z — 12xy32

fyx3

95
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Sy = §(9x2y2z2 + 27)
T
059, , 0
0x? ox
0,229 il
Jyr =9y ox +28x

fyz = 9y?2%(2x) + 2
o fye = 18wy?2% + 2
fyz :

[y = %(9x2y222 + 2x)

2,22

0 0
y = — —2
Iy az9:1:yz + x

0z

022
fyz - 9x2y2 E

Jy: = 9x2y2(22)
R 182%y%2

+0

. _Q 2.3 P
fow @ for = ax(6:z:yz+32) fow

Calculo Diferencial Multivariado

0 0
= —62%y32 + =322

ox ox

for = 69°2—— +0 f., = 69°2(22) . f.p = 120032

O0z?
ox
fzy:
O oo g 2
fzy:a—y(nyer?)z)
_ 05y 9, 0
fzy—ay6xyz—l—ay3z
oy’
_ a2, %Y
fzy—GxZay—i-O

[y = 62%2(3y?)
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Cofy = 182%y%~
2. f(a,b,c) = K%+ L + Gabe

Comenzamos con encontrar las derivadas parciales de primer
orden con respecto a cada una de las variables independien-
tes:

fo = binKK® + Gbe
fr = aln KK + clnLLY + Gac
f. = blnL LY + Gab

Continuamos con encontrar las derivadas parciales de segun-
do orden. Primero encontramos las puras.

0

Jaa = %(banKab + GbC)
0 0
= T bhinKK® + —
Jaa 8abln + 8aGbc
Kab
faa = blTLKaaa + 0
ablnK
o= b 2
da
Fon = binK (5 D apin K
0
a
da
0 = bInK (e™®nKpln K —
fua = b (RIS

faa = ban(eabanban)
faa = bINK (bln K K)
faa = lenQKK“b
e
0 b b
foo = %(aanKa + clnLL*™ + Gac)

57
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0 0 0
= —alnK K™ LLb + —
Job = aln + (%Cln + 8bGaC

2 0
= alnK — K L—LY
Jo = alnK 2 K + clnL=- L7 40

0 0
fiop = alnK —e®nE 4 cln [ —ebink

ob ob
0 0
— K (eabinkK —_ K L(ebeinl —_ L
foo = alnK (e ababln )+ cinL(e 8bbdn )
b b
foo = alnK (e abl"Kaangb) + clnL(ebd”LclnL%)

fon = alnK (e EalnK) + clnL(e*™EcinL)
fr = alnK (alnK K®) + cinL(cln LLY)
. fw = AP KK® + Aln® LL™*

fcc .

) ) )
cc — A bl LLbc G b cc — —bl LLbC —G b cc =
f aac( n + Ga )af 5 n + oy ab f,
binL—- L*+0 foo = binL— o etk f,. = blnL(ebd”La—bclnL)

fee = bInL(e bclanana

9% ) fee = blnL(e bd”LblnL) Jee = blnL(blnLLbC)
o foo = BAN2L LY

Ahora continuamos por encontrar las derivadas parciales de
segundo orden mixtas.

fab:

Jab = 0 —(binK K% + Gbc)

0b

) L0
fab %banK +abiC

0, ob
fab anabbK + Gc%
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Utilizando la regla 5 para el primer término de la derivada

obtenemos:

_ 8 ab abﬁb
Jab = an(b(%K + K 8b> + Ge
fab — ZTLK(b 9 aban Kab) + Ge

"

fap = InK[b(e®nE 9

K Kab
8babln )+ K%+ Ge

fab = an[b(e“bl”Kaan%

fab = an[b(e“bl”Kaan) + Kab] + Ge
fap = InK (abe™ X InK + K%) + Ge
fap = InK (abln K K® + K®) + Ge
fap = abINPKK® + InKK® + Ge

)+ K% + Ge

fac :

8 ab
fac = 6)C(ban K + Gbe)

0 w0
Jac = %banK + aCGbc

oc
fae =0+ Gb%
. fac = Gb
fba :
_ a ab a be a

fra = %aanK + aaclnLLL + aaGaC

fra angaanab +0+ Gb@
da da

Joa = an(aQKab Kaba

9 6)—i—Gc
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Joa = an[a%e“bl”K + K% + Ge

Joa = an[a(eabl”Kagaban) + K% + Ge
a

fio = InKa(e "R binK 00) + K] + G
a

fra = InK[a(e®™XbinA) + K] + Ge
fra = Ink[abln K K + K] + Gc
o fra = abln’ KK + InKK® + Ge

fbc:

foe = g(aanK“b + clnLL* + Gac)
c
_ a ab 6 be a
fre = %aanK + %clnLL + aCGac
0 oc
C - l L_ LbC -
foe =0+1In e +Gaac
_ a belnL bcac
Joe = lnL(c%e + L 8c) + Ga
Joe = lnL[c(ebCl”LagbclnL) + L + Ga
c
foe = lnL[c(ebd”LblnL%) + L + Ga
c

fre = InLc(e"™EbIinL) + L") + Ga
foe = InL(belnLLY + L) + Ga
oo foe = beln?LLY* + InLL* + Ga

Jea

fe 0 binLLY + Gab)

a:%(
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0 s,
= —binL L+ —
Jea 8abln + 8&Gab
da
fca - 0 + Gb%
fca = Gb
fcb .
a be
Joo = %(blnLL + Glab)
a be a
fcb = %blnLL + %Gab
0 e ob
fcb = lnL%blnL + Ga%
— a belnL bcﬁb
for = l”L(b%€ + L %) + Ga
Joo = lnL[b(ebd”L%bclnL) + LY + Ga
for = InL(MdnLS) + 1] + G

fo = InL[b(e"™EclnL) + L*] + Ga
fa = InL(bclnLL* + L) 4+ Ga

o fep = beln®LLY* + InLL* + Ga

. g(r,s,t) = In(rt* + sr)

Comenzamos por encontrar las derivadas parciales de primer
orden con respecto a cada una de las variables independien-
tes:

f. = t? + s

Tort2 4 s
1

I

:t2—i—s
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2t
fi=o
t“+ s

Continuamos por encontrar las derivadas parciales de segun-

do orden. Primero nos enfocamos en las puras y después en
las mixtas.

f'l"'f' :

0 t’+s
Jrr = E(TZQ + 37“)

0 1

frr = (4 S)E(rﬂ + 87“)
frr =+ s)%(rﬂ + sr) 7
frr = (2 + 8)[—(rt? + sr)_2%(rt2 + s7)]
frr = (2 + 8)[—(rt? + ST)Q(%WSQ + %37“)]
frr = (2 + 5)[—(rt? + 37’)_2(7?% + s%)]
frr = (2 + 8)[—(rt? 4+ sr)2(t2 + )]
_ (B +s)?
.. fr’r‘ i m
fSS .

o, 1
fos = %(tQ + s)
fss = %(tQ + S)_1
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fos ==+ )20+ 1)

1

--fss _(t2+8)2
Jut :

0, 2t
Jie = a(m)

02t 0

(t? + S)E — (2t)8t (t? + s)

fu = GRSt
ot ot Os
2 2—) — 2 —

f = (Tt 9)@g) — 25+ 5)
" (12 + s)?
£ = 2(1% + s) — (2t)(2t)
tt CEE
. —2t” 4 2
e Jit T (2 + 5)2
Las derivadas parciales de segundo orden mixtas son las si-
guientes:

o t2+s
Jrs = g(rﬁ - sr)

(rt? + sr)— 0 (12 +s) — (12 + s)g(rt2 + s1)
frs — Js Js

(rt? 4 sr)?

2
(rt? + sr)(a—t + gs) (12 + s)(aa rt? + 237“)

f — (98 88
" (rt? 4 sr)?

(rt? +sr)(0+1) — (2 + 5)(0 + r%)
(rt? + sr)?

frs =

63
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_rt2+sr—rt2—rs

Jrs = (rt? 4 sr)?
L. frs - 0
frt .
0 t2+s
fre = a(m)
2 0 P 0,
(rt* 4+ sr)=—(t* + s) — (= + s)=(rt* + sr)
frt = ot ot
(rt? 4 sr)?
ot Os 0 0
) i YON 42 42 _
. (rt +3r)(at + (%) (t +3)(8trt +8tsr)
rt (rt? + sr)?
2
(rt> + sr)(2t + 0) — (¢* + S)(r%—tt +0)
Jri = (rt? + sr)?
1, = 2rt3 + 2rst — (12 + s)(2tr)
e (rt? 4 sr)?
o= 2rt3 + 2rst — 2rt3 — 2rst
e (rt? 4 sr)?
L. frt - O
fsr :
0 1
for = E(tz + s)
L. fsr - 0
fst :
o, 1
Jst = E(tQ + s)

_ 9 2 -1
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fo=—(2+ 8)_22@2 + 3)

ot
ot Os
(42 S
fst_ (t +3) (8t + 8t)
fao=—(*+5)"2(2t +0)
2t
. fst - _m
ftr:
g, 2t
Jur = 5(2@ + s)
. ftr =0
fts :
o, 2t
fis = g(ﬂ + 5)
fis = 2t2(t2 + )71
ts 88
0
_ 2 —2 Y 0
frs = —2t(t* + s) aS(t + 5)
ot Os
_ 2 207" -~
fts_ Qt(t +S) (as+a$)
frs = —2t(t? 4+ 5) 72
2t
. fts - _m

. Dada la funcion implicita zy* + 2 = 3, encontrar f'(x)

El primer paso siempre es diferenciar ambos lados de la ecua-
cion con respecto a la variable de interés:

(@) (@y® +2) = f'(2)(3)

A continuaciéon empezamos a diferenciar paso a paso utili-
zando las reglas de diferenciacion. En este caso se utiliza la

65
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regla 4:
f'(@)(zy?) + f'(2)2 = f'(2)3

Continuamos diferenciando aplicando otras reglas. El primer

término de la funcion se descompone utilizando la regla 5 de
diferenciacion:

(zf'(z)y?> + y2f'(x)2) + 0 =0

Se puede observar que tanto el segundo término y el término
a la derecha de la igualdad son constantes por lo que su de-
rivada es 0:

Se procede a realizar la derivada implicita en el paréntesis:

20y f'(v) +y* =0

Se despejan las variables y constantes que no tengan la deri-
vada requerida:

2zyf'(z) = —y°

Continuamos con dejar de un lado de la ecuacion los términos
que contengan la derivada deseada. Factorizamos por factor
comin para después despejar siguiendo las propiedades de la

igualdad:
2

Y

/ [

fe) =

Si es posible, se simplifica:
Yy

’( ) =

2:1;

f'(y); 2%y + 22ty? + 23y = 3o
(y)($5y3 + 22y 4+ 2%y) = f'(y)(3z)
P (@) + f'(y)22*y?) + f'(y)(2Py) = 3f'(y)

2 ()P 2 ()2 H2[ f ()92 f () )+ 22 f () y+
yf'(y)=®] = 3f'(y)
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3a0y? +5xty? f/(y) + 220ty + 422 ' (y)] + 2 + 32y ' (y) =
3f'(y)
32°y? + 5ty f/ (y) + daty + 83y f/ (y) + 23 + 32y f (y) =
3f(y)

(5aty? + 8x3y? + 322y — 3) f'(y) = —32°y? — daty — 23

—3x5y2 — 4x4y — g3

. / _
fly) = Saxty? + 8x3y? + 3x2y — 3
d
0. an. m2n3 +3mn2 — 3n = 2mn
dm’

En este caso utilizaremos la notacion de derivada para que
se sea mas claro:

d 2.3 2 d

%(m n® + 3mn® — 3n) = dm(an)

d d d dn dm

= = 3mn? — ——3n = 2Am— + n

dmm n® + dm m dm " [mdm +ndm]

| dn N dm]+3[ dn? n dm] Sdn_ o] dn+ |

mdm " mdm ndm dm mdm "

5 dn dn d d

3m?n? o + 2mn3 +3[2mn%+n]—3£—2m£+2n
d

(3m?n? 4+ 6mn — 2m — 3)— U on — 2mmd® — 302
dm

~dn B 2n — 2mn3 — 3n?

“dm  3m2n?2+6mn —2m — 3

d

7. ﬁ; (zy? + 22y)? = 3zy

En este caso se puede ver que se tiene que utilizar la regla de
diferenciacion 2 de la potencia:

d d
—_ 27u)2 = —
dx(a:y + 2xy) dx?)xy

d
(zy? + 22y) = 3—2ay

d
2(xy? + 2zy)— o

dx
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d d d dx
2(zy2 + 2:):y)[d—:vy + d—2£133/] = 3[37d_y + Yo ]

dy? dJJ d d
2(xy? + 2:cy)[(xdi + 92 T —)+ 2%xy] = 3[56% + y]

dy dy dx dy
2(xy? + 2xy)[(2xy% +1?) + 2(:1::d— + ydx)] = Sxd— + 3y

d d d
y+y)+2(x—y+y)]:3x—y+3y

2(zy? + 2 2
(a2 + 29[22y " -

d dy
dy+mﬂ—&n—+3y

d
2(:cy2 + 2zy)[2zy Y ¥

2
d+y+az

dy dy dy
202 + 2y) = 3w-2
oty xd +2y) = Sxd + 3y

d d
+2zyt+4x ydy+4azy3+8x2y2dy

(2zy* + day) (2xy——

d
+4zy3+ 822 ydy +

dy
423
ajyd

dy
8xy? = 3:1:% + 3y
2 30y

dy d dy
d +1222%y—= —|—8a:2 2%Y 3x——3y 2yt — 8y —

47y Az dr iz

81>

dy
(4a®y® + 1222y + 822y? — 3x)—= d
x

o dy 3y -— 2zy* — S8xy? — 8xy?
“dr 4x?y3 + 1222y 4 8a2y? — 3z

= 3y — 2zy* — 8xy® — Sxy?

d
d_i; In(zx 4+ 2zz) = 3z
Se utiliza la regla 9 b de diferenciacion:

d d
- 2 ——
Zln(zx +2x2) = 232

%(zx + 2x2) Lz
2+ 2xz  dz




3.4. CODIGO EN PYTHON

d n d 5
AT+ o 2u2

z2r + 22z

(dx+ dz)+2d = 3(2z + 222)
Zdz $dz dZ$Z— <X Tz

dx dz dx
S +x+ 2(xa + ZE) = 3zx + 62z

d d
_x+x+2x+2z—x:32x—i—6a§2
dz dz

z

d
3.2 130 — 320 + 62z

dz
d
BZ—x = 3zx + 6xz — 3x
dz
dx B 3zx + 6xz — 3x
dz 3z

dr 2+ 22 —x

..E— >

3.4. (Cbdigo en Python
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EJEMPLOS DE DERIVACION DE UNA VARIABLE

July 29, 2021

# —*— coding: utf-8 —*-

nmnn

Dr. Martha Gabriela Alatriste Contreras

Ingentero Abisai Israel De La Rosa Gudifio

Derivadas de una wvariable utilizando Python para su resolucién

nmnn

"""Para estos ejemplos, se pretende que tanto el estudiante como el profesor,
—puedan aprender y a partir de alli realizar

sus proptias propuestas para ejercicos con Derivadas de una sola wvariable, es,
—1importante que en un principio el alumno

siga los pasos aqui descritos, y posteriormente se aventure a crear nuevas,
—cosas la practica que wvaya adquiriendo”"""

nng egjemplo g(m)=(x 4+2zx 2+3z) ~(1/2)"""

import numpy as np #impostamos la libreria numpy y la abreviamos como np,
—mediante ella podremos mandar a llamar a funcionen

# tal como lo veremos después

"""Vamos a empezar a graficar la funcion"""

def g(x): # Se define la funcidn

return np.sqrt (x**x4+2xx**2+3%x) #esta definicién nos regresa la funcidén com,

—la que queremos trabajar, en este caso utilizamos

#la funcion np.sqrt debido a que nuestra funcidén es una rTaiz cuadrada,
—dependiendo de la funcidon de usa o no

Jmatplotlib inline

import matplotlib.pyplot as plt #wamos a importar la librerta matplotlib.pyploty,
—para iniciar nuestra grafica

def move_spines():
"""Esta funcion divide pone al eje y en el walor
0 de = para dividir claramente los wvalores positivos y
negativos. """
fix, ax = plt.subplots()
for spine in ["left", "bottom"]:
ax.spines[spine] .set_position("zero")

for spine in ["right", "top"]:



ax.spines[spine] .set_color("none")
return ax #Se regresa el arreglo ax para poder mapear la grafica

x = np.linspace(0, 6, num=30) # Se pone el rango de los walores de las,
—abiscisas,y la resulicion de la grafica conse

#cutivamente, en el rango cabe aclarar que el alumno es libre de escoger,
—tomando en cuenta las discontinuidades en

#la funcion; es por ello la importancia el tema de limites

ax = move_spines()

ax.grid()

ax.plot(x, g(x)) #mapeamos a la funcién con el arreglo

plt.title(r"Grafico de $g(x)=\sqrt{x~4+2x"2+3x}$") #Titulo de la grdifica

plt.ylabel('g(x)') #Nombre del eje de las ordenadas

plt.xlabel('x') # Nombre del eje de las abscisas

plt.show() # Mandamos a mostrar la grdafica.

"n"DERTVADA DE LA FUNCION"""

from sympy import Derivative, diff, simplify# de la libreria sympy llamamos ay
—las funciones para derivar y simplificar

from sympy import Symbol # Importar la libreria sympy para el uso simbolico

x=Symbol('x') # Se nombra la variable que se va a derivar como simbolo

g=(X**4+2%xx*2+3%x) ** (1/2) #Funcion a la cual se va a derivar respecto a lag
—vartable

derivada=Derivative(g,x) .doit()# Se deriva utilizando la letra que se le puso ay
—~la funcioén

m=simplify(derivada) #Cuando vemos que son functones muy complejas como lo som,
—ractonales, logaritmos y radicales o funciones

#compuestas, mos conviene utilizar la funciéon simplify para reducir

print("g'(x)=",m) #Se imprime la derivada



Grafico de glx) =V x* + 2x2 + 3x

o(x)

g'(x)= (x*(x**3 + 2*x + 3))**(-0.5)*(2.0*x**3 + 2.0*x + 1.5)

[66]: """La derivada de g, es qg'(z)= (z*x(x*x*¥3 + 2%z + 3))**(-0.5)*(2.0*xc**3 + 2.0%x +_
9 9
(_}1‘5) nnn
""MAlL comocer la dertivada de nuestra funcidén, podemos realizar lo mismo para
—graficar"""

import numpy as np
def G(x):
return ((x*(x**3 + 2%x + 3))**(-0.5)*(2.0*x**3 + 2.0%x + 1.5)) #para este,
—caso ya no hacemos uso de numpy debido a que
#podemos escribir la funcién o la derivada en la version que nos resulta
/matplotlib inline
import matplotlib.pyplot as plt

def move_spines():
"""Esta function divide pone al eje y en el walor
0 de z= para dividir claramente los wvalores positivos y
negativos. """

fix, ax = plt.subplots()

for spine in ["left", "bottom"]:

ax.spines[spine] .set_position("zero")

for spine in ["right", "top"]:
ax.spines[spine] .set_color("none")



[57]:

return ax

o]
I

np.linspace(l, 20, num=10)

ax = move_spines()

ax.grid()

ax.plot(x, G(x))
plt.title(r"Grafico de $g'(x)$")
plt.ylabel('gDev(x)")
plt.xlabel('x")

plt.show()

Grafico de g'(x)

25 5.0 15 100 125 150

"2 ejemplo d(x)=2r 5+3x 4+2x"3-1"""
import numpy as np
def d(x):

return (2*x**5+3%x*k*4+2xx**3-1)
Jmatplotlib inline
import matplotlib.pyplot as plt

def move_spines():
"""Esta funcion divide pone al eje y en el walor
0 de = para dividir claramente los wvalores positivos y
negativos. """



fix, ax = plt.subplots()
for spine in ["left", "bottom"]:
ax.spines[spine] .set_position("zero"

for spine in ["right", "top"]:
ax.spines[spine] .set_color("none")

return ax

x = np.linspace(-10, 10, num=30)

ax = move_spines()

ax.grid()

ax.plot(x, d(x))

plt.title(r"Grafico de $d(x)={2*x**5+3*x**4+2xx**3-1}$")
plt.ylabel('d(x)")

plt.xlabel('x")

plt.show()

from sympy import Symbol

from sympy import Derivative, diff, simplify
x=Symbol('x"')

d=(2*x**x5+3kx**4+2*xx**x3-1)
derivada2=Derivative(d,x) .doit ()
print("d'(x)=",derivada2)

Graficode d(x) =2%x* %5 § 3xyx & P yx ®3 _]
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[56]: """Una vez sabiendo la derivada de la funcion d'(z)=10*x**j + 12%T**3 +,
< GRTAAR I
import numpy as np
def D(x):
return (10*x**4 + 12%x**3 + Gkx**2)
Jmatplotlib inline
import matplotlib.pyplot as plt

def move_spines():
"""Esta funcion divide pone al eje y en el walor
0 de = para dividir claramente los valores positivos y

negativos. """
fix, ax = plt.subplots()
for spine in ["left", "bottom"]:

ax.spines[spine] .set_position("zero")

for spine in ["right", "top"]:
ax.spines[spine] .set_color("none")

return ax

x= np.linspace(-10, 10, num=30)
ax = move_spines()

ax.grid()

ax.plot(x, D(x))
plt.title(xr"Grafico de $d'(x)$")
plt.ylabel('dDev(x)"')
plt.xlabel('x"')

plt.show()



[63]:

Grafico de d'(x)
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N3 ejemplo e(x)=(Tk*3-2*rk*2+2%x-20) / (Tk*3+2) ¥¥2"""

import numpy as np
def e(x):
return ((x**3-2*x**2+2xx-20) / (x**3+2) **2)
%matplotlib inline
import matplotlib.pyplot as plt

def move_spines():
"""Esta funcion divide pone al eje y en el walor
0 de z= para dividir claramente los wvalores positivos y

negativos. """
fix, ax = plt.subplots()
for spine in ["left", "bottom"]:

ax.spines[spine] .set_position("zero")

for spine in ["right", "top"]:
ax.spines[spine] .set_color("none")

return ax
x = np.linspace(-5, 10, num=30)

ax = move_spines()
ax.grid()



ax.plot(x, e(x))

plt.title(r"Grafico de $e(x)={(x**3-2kx**2+2xx-20) / (x**3+2) **x2}$")
plt.ylabel('e(x)")

plt.xlabel('x"')

plt.show()

from sympy import Symbol

from sympy import Derivative, diff, simplify
x=Symbol('x")

o= (x**3-2%x+*2+2%x-20) / (x**3+2) **2
derivada3=Derivative(e,x) .doit ()
n=simplify(derivada3)

print("e' (x)=",n)

Graficodeelx)=(x* *3 —2*x* *2 4 2% x— 20)/(x**3 4 2)**2
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e'(x)= (B*x*x*2% (—x**3 + 2kx*x*2 — 2%x + 20) + (x**3 + 2)*x(3*kx**2 - 4%*x +
2))/ (x**3 + 2)*%3

[64]: """Sabiendo la derivada de la funcion e'(xz)= (6 x**2%(-x**3 + 2*xg**2 — 2*x +
=20) + (z**3 + 2)*(Brx**2 — f*x + 2))/(z**3 + 2)**x3"""
import numpy as np
def E(x):
return ((6*xx*x*2*x(—x**3 + 2kx**2 — 2*x + 20) + (x**3 + 2) % (3*xx**2 — 4*xx +
=2))/ (x*x*3 + 2)*%*3)
Jmatplotlib inline
import matplotlib.pyplot as plt



def move_spines():
"""Esta function divide pone al eje y en el walor
0 de z= para dividir claramente los wvalores positivos y
negativos. """
fix, ax = plt.subplots()
for spine in ["left", "bottom"]:
ax.spines[spine] .set_position("zero")

for spine in ["right", "top"]:
ax.spines[spine] .set_color("none")

return ax

x= np.linspace(-10, 10, num=30)
ax = move_spines()

ax.grid()

ax.plot(x, E(x))
plt.title(r"Grafico de $e'(x)$")
plt.ylabel('eDev(x)"')
plt.xlabel('x"')

plt.show()

Grafico de e'(x)
254

eDevix)

100 -15 -50 -3% op 25 50




[93]: """4 ejemplo h(z)= (z)*log((z)*log(z+1))"""
from sympy import log
import numpy as np
def h(x):
return ((x)*np.log((x)*np.log(x+1)))
%matplotlib inline
import matplotlib.pyplot as plt

def move_spines():
"""Esta funcion divide pone al eje y en el walor
0 de = para dividir claramente los valores positivos y

negativos. """
fix, ax = plt.subplots()
for spine in ["left", "bottom"]:

ax.spines[spine] .set_position("zero")

for spine in ["right", "top"]:
ax.spines[spine] .set_color("none")

return ax

x = np.linspace(l, 10, num=30)

ax = move_spines()

ax.grid()

ax.plot(x, h(x))

plt.title(r"Grafico de $h(x)={(x)*log((x+1)/x)}$")
plt.ylabel('h(x)")

plt.xlabel('x"')

plt.show()

from sympy import Derivative, diff, simplify

x=Symbol('x') # Se declara a T como simbolo

h=(x)*1log((x)*log(x+1)) # Se pone la funcidén a integrar guardandola en otray
—variable

dh=Derivative(h,x).doit()# En este caso se ponen los wvalores de a y by
—respectivamente

k=simplify(dh)

print("h' (x)=",k)

10



Grafico de hix) = (x) *log((x + 1)/x)

h'(x)= (x + (x + 1)*log(x*log(x + 1))*log(x + 1) + (x + 1)*log(x + 1))/((x +
1) *log(x + 1))

[91]: | """Una wvez conociendo la derivada de la funcion la podemos graficar
h'(zx)= (x + (z + 1)*log(z*log(x + 1))*log(z + 1) + (z + 1)*log(z + 1))/((z +,
—1)*log(z + 1))"""
import numpy as np
def H(x):
return ((x/(x + 1) + np.log(x + 1))/mp.log(x + 1) + np.log(x*np.log(x + 1)))
Jmatplotlib inline
import matplotlib.pyplot as plt

def move_spines():
"""Esta funcion divide pone al eje y en el walor
0 de = para dividir claramente los wvalores positivos y
negativos. """
fix, ax = plt.subplots()
for spine in ["left", "bottom"]:
ax.spines[spine] .set_position("zero")

for spine in ["right", "top"]:
ax.spines[spine] .set_color("none")

return ax

11



[109] :

x= np.linspace(l, 10, num=30)

ax = move_spines()

ax.grid()

ax.plot(x, H(x))
plt.title(r"Grafico de $h'(x)$")
plt.ylabel('hDev(x)")
plt.xlabel('x")

plt.show()

Grafico de h'(x)
45 -

"5 ejemplo 1 (x)=exp (2*x**5-3krkk +2%r**3+1) ) * (xk*2-5*g+1) """
from sympy import exp

from sympy import log
import numpy as np
def 1(x):
return ((np.exp(2*x**5-3*x**x4+2*xx**3+1) ) * (x*x*2-5*x+1))

12



/matplotlib inline
import matplotlib.pyplot as plt

def move_spines():
"""Esta funcion divide pomne al eje y en el walor
0 de = para dividir claramente los wvalores positivos y
negativos. """
fix, ax = plt.subplots()
for spine in ["left", "bottom"]:
ax.spines[spine] .set_position("zero")

for spine in ["right", "top"]:
ax.spines[spine].set_color("none")

return ax

x = np.linspace(0, 2, num=30)

ax = move_spines()

ax.grid()

ax.plot(x, 1(x))

plt.title(r"Grafico de $1(x)={exp(2xx**x5-3*x**4+2xx**3+1))* (x**2-5xx+1)}$")
plt.ylabel('1(x)"')

plt.xlabel('x")

plt.show()

from sympy import Derivative, diff, simplify

x=Symbol('x') # Se declara a = como simbolo

1=((exp (2*x**5-3*x*¥4+2xx**3+1) ) % (x¥*2-5*x+1)) # Se pone la funcién a integrar,
—guardandola en otra variable

dh=Derivative(l,x).doit()# En este caso se ponen los wvalores de a y by
—respectivamente

k=simplify(dh)

print("1'(x)=",k)

13
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1'(x)= (2%xk*2% (x**2 — B*kx + 1)*(5*x**2 — 6*%x + 3) + 2xx - 5)*exp(2xx*x5 -
3xxkx4 + 2%x*x*x3 + 1)

[110]: | """Una vez comociendo la derivada de la funcién podemos graficar
' (z)= (2rx**2x (z**2 — bxx + 1)*(b*xx**2 — 6*xr + 3) + 2*x - 5)*exp (2*r**5 —
S QKTHKY + 2kTFAZ A+ 1)

import numpy as np
def L(x):
return ((2xx**2x (x**2 - Bkx + 1)*(B*x**2 - 6%x + 3) + 2%xx — B)*np.
—exp(2*x**5 — 3*x*kx4 + 2*kx*k*3 + 1))
Jmatplotlib inline
import matplotlib.pyplot as plt

def move_spines():
"""Esta funcion divide pone al eje y en el walor
0 de = para dividir claramente los wvalores positivos y
negativos. """

fix, ax = plt.subplots()

for spine in ["left", "bottom"]:

ax.spines[spine] .set_position("zero")

for spine in ["right", "top"]:
ax.spines[spine].set_color("none")

return ax

x= np.linspace(0, 1, num=30)

14



[1:

ax = move_spines()

ax.grid()

ax.plot(x, L(x))

plt.title(r"Grafico de $1'(x)= (2*x**2k (x**2 — Bkx + 1)*(5*x**2 — 6*x + 3) +
—2%x — B)xexp(2*x**5 — 3kx*k*4 + 2*kx**3 + 1)$")

plt.ylabel('1Dev(x)"')

plt.xlabel('x"')

plt.show()

Grafice de I'(x) = (2%x * # 2% (x* *Z; X —B X o EX X*H5 _FExEEL L IExEx3 4 ])
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3.4. CODIGO EN PYTHON

Referencias

= Aleksandrov, A.D.; A.N. Kolmogorov y M.A. Lavrent’ev (2015).
Mathematics. Its content, methods and meaning. Dover Pu-
blications Inc., New York
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Capitulo 4

Calculo Integral

El calculo integral se ocupa del proceso inverso a la diferenciacion.
Dada la derivada de una funcion, se debe encontrar la funcién
original. El calculo integral también permite encontrar el limite
de un tipo especial de suma. Cuando el ntimero de términos en
la suma tiende a infinito, podemos calcular el drea de una region.
En economia, nos permite encontrar la funciéon de costos totales
a partir de la funcién de costo marginal y calcular los excedentes
del productor y consumidor como areas bajo curvas.

4.1. La integral indefinida: la antiderivada

Dada la funciéon f, si F' es una funcion tal que

F(z) = f(z) (4.1)
entonces F' es la antiderivada de f.

Entonces, una antiderivada de una funcion es una funcién tal que:

/

F(z)= f(z) = dF = f(z)dz (4.2)

El simbolo [ se llama simbolo de integracion.
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88 Céalculo Integral

La integral indefinida:

f f(z)dx

donde f(x) es el integrando y dx indica la variable de inte-
gracion.

La integral indefinida de cualquier funcién f con respecto a = se
escribe [ f(z)dz y denota la antiderivada mas general de f:

/ F(x)dx = F(x) + c (43)

donde ¢ es una constante, si y solo si F'(z) = f(x)

4.2. Reglas de integraciéon

1. f kdx = kx + ¢, donde k es una constante
. Jatde =

xn-{-l
n+1

2 + ¢, paran # —1

3. [e"dx =¢e"+¢

4. [kf(z)dx =k [ f(xz)dxz donde k es una constante
5. 1) + g(@)lde = [ f(2)do + [ g(@)ds

6

. Regla de la potencia generalizada para integracion:

Suponer que u es una funciéon diferenciable de x.

[w(z)]"

[Tu(2)]"v' de = 25— + ¢ paran # —1

n+1
udr = du= [u'du= 7:11 +cparan # —1

7. Integracion de funciones exponenciales:



4.2. REGLAS DE INTEGRACION

Suponer que u es una funcion diferenciable de x.
li

[e'udr =e"+c

f edu =e" + ¢

8. Integracion de funciones logaritmicas:
[utdu = f%du
Siu > 0: f%du:lourc
Siu<0: [idu=In(—u)+c
o[ idu = Injul + ¢

Siu=z=du=dz, [idr=In|z|+c

1du

Recordar que: %(lnu) = udx

9. Regla de integracion de a".
Sea 1 una funcién diferenciable de x:
[ a“du

Para encontrar esta integral primero tenemos que pasar a
base e:

a=-e
= [a“du = f(el”“)“du = fe<l”“)(“)du
Para encontrar esta tultima integral aplicamos la regla 7.

Siempre tenemos que verificar que se tenga la forma correcta
para du.

Falta ﬁ para poder aplicar la regla 7.

fe(lna)(u)du — [ lna(lna)(u) gy, — ﬁfe(“w)(“)(lna)du =

lna

ﬁe(lna)(u) teo= ﬁ(elna)u te=1agttec

89



90 Céalculo Integral

Al final sustituimos u por su funciéon para que el resultado
quede en términos de x.

4.3. Integracion con condiciones iniciales

Las condiciones iniciales nos permiten encontrar una funcion par-
ticular dentro de la familia de funciones a las que se llegan con
las integrales indefinidas. Por ejemplo, en economia nos permiten
encontrar la funcién de costos particular.

4.4. Integracion por partes

Recordar:

lu(e)o(e)] = ol (2) + (o' (2) (44)

Si se integran ambos miembros de la ecuacion el resultado seré:
u(z)v(z) = /v(aj)u/(a:)d:v + /u(m)vl(x)da: (4.5)

Al reescribir la ecuacion se obtiene la formula de integracion por
partes:

/

/u(x)vl(x)dx = u(z)v(r) — /v(az)u/(x)dx (4.6)

Si el integrando ocurre en la forma de un producto y no son apli-
cables las otras reglas de integracion, se puede usar la técnica de
integracion por partes. Pero, primero hay que descartar las otras
reglas de integracion.

Si se descartan las otras reglas de integracion, entonces tenemos
que determinar si el integrando tiene la forma: u(z)v'(x). Si se
encuentra que si tiene esa forma, entonces podemos calcular la
integral. La clave es si se puede evaluar la integral: [ v(x)u (z)dx



4.5. INTEGRACION POR FRACCIONES PARCIALES

4.5.

Integracion por fracciones parciales

Las funciones racionales tienen la forma de un cociente de dos

polinomios. Existen muchas funciones racionales que no pueden
integrarse mediante las reglas de integracion. Cuando no se pue-
den aplicar las reglas de integracion, una posibilidad consiste en
que la funcién racional sea expresada otra vez en una forma equi-
valente. Esta forma equivalente esta constituida por mas funciones
elementales. Entonces, necesitamos descomponer una funciéon ra-

cional en sus fracciones parciales.

Proceso de descomponer una funciéon racional en sus fracciones
parciales:

4.6.

Para aplicar este método es preciso que la funciéon racional
tenga la forma de una fraccion propia.

Fraccion propia: si el grado del polinomio del numerador
es menor que el del polinomio del denominador.

Fraccién impropia: el grado del polinomio del numerador
es igual o mayor que el grado del polinomio del denominador.

Las fracciones impropias pueden reducirse a la suma alge-
braica de un polinomio y una fracciéon propia al hacer una
division larga de las funciones del numerador y el denomina-
dor.

Para descomponer una fracciéon racional en sus fracciones
parciales podemos guiarnos con la siguiente Tabla

Integral definida

Visualizar un triangulo formado al trazar una recta (f(z) =
2x) partiendo del origen y una linea vertical que salga del
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92 Céalculo Integral

Forma de factor Forma de la fracciéon par-
cial

1. Factor lineal tni- ﬁ;b, A constante

co: ax +b

2. Factor lineal repe- aﬁjrb + @ ﬁb)? 4+ ...+

tido: (ax 4+ b)" .
(az+b)™

3. Factor cuadréatico ax’;‘ﬂﬁrc, A y B constan-

unico: ax? + bx + ¢ tes

valor 1 del eje de las abscisas (x = 1) y que corte a la recta.

= El 4rea de este tridngulo se puede calcular al dividir el area
bajo la recta en rectangulos de igual ancho.

» Conforme dividamos el area en mas y mas rectangulos, la
suma del area de los rectdngulos se aproximara al area del
rectangulo bajo la recta.

Si A es el area del triangulo que queremos encontrar y S, y S,
son la suma del area de los rectangulos, entonces:

gn = ZZ=1 f(%)Ax
S, =Y fh A

= lim,, . S, = 1im, ”T_l = limy, oo (1 — %) =1
lim? . S, = lim, o ”TH = lim,, oo (1 + %) =1
cimy S, =1lim! ., S, =1

Este limite comtn es la integral definida de f(z) = 2x sobre el
intervalo (0, 1)

= folf(a:)dx = fol 2udr = 2f01 vdr == [2%]) = 1> -0 = 1.
En el caso de la integral definida, encontramos a los limites de
integracion, en este caso el 0 y el 1. No es necesario poner la
constante porque estamos encontrando integrales definidas en un
intervalo.

Definicion:
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En general, para una funcién definida sobre el intervalo de x = a,
x = b, donde a < b, podemos formar las sumas S, y S, que se
obtienen considerando los valores maximo y minimo respectiva-
mente, en cada uno de n intervalos de igual longitud Az.

El limite comin de S, y S, cuando n — oo, si este existe, se
llama integral definida de f sobre [a, b]:

/a ) (47)

La integral definida es el limite de la suma Y f(z)Ax.

Si f es continuay f(z) > 0en [a,b] = S, > 0Vn . lim,_,», S, >
0= f;f(x)dm > 0.

Teorema fundamental del calculo integral

Si f es continua en el intervalo [a, b] y F' es cualquier antiderivada
de f en el intervalo =

b
/ f(x)dzx = F(b) — F(a) (4.8)

F(b) — F(a) se abrevia F(z)[®

4.6.1. Propiedades de la integral definida

Propiedades:

1. Si f es continua y f(z) > 0 en [a,b], entonces: fabf(x)dx
puede interpretarse como el area de la region delimitada por
la curva y = f(z), el eje de las x y las lineas x = a = b.

2. fab kf(x)de =k fab f(x)dz, donde k es una constante.
3. ['lf(2) + g(@)ldz = [” f(2)dz + [} g(x)da
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4. [P fle)de = [0 F(t)dt

La variable de integracion es una variable "muda"; cualquier
otra variable produce el mismo resultado, esto es, el mismo
namero:

f02 idr = f02 t2dt
5. Si f es continua sobre un intervalol y {a,b,c} € I =

S f(a)de = [? f(x)da + ff f(x)do

4.7. Ejemplos

2
/(Bx?’ + §x2 + 1)dx

Utilizando la regla 5 para integracion:

2 2
/(Sx?’ + §x2 + 1)dx = /3x3dx + / §x2dx + /dx

Utilizando la regla 4 para integracion:

2
:3/x3dx+§/a:2dx+x

Integrando por la regla 2:

Reduciendo:
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3 2
:1x4+§x3+aj—|—0

1 1
/(—x4 — 2% — 327 + 5% + 5)dx

Por la regla 5:

= /ix4dm—/2x3d$—/3x2dx+/%xd:c+/5dx

Por la regla 4:

1 1
:Z/az4dx—2/x3d:v—3/x2da:+§/:c+5/da:

Integrando, por la regla 2:

1,1 1

1
441 341 941 141
= —(—— —2(—— —3(—— —(——— Hhae+C'
1t gy )G gy ) Ao
Reduciendo:
1 1 1
:%x5—§x4—x3+1x4+5x+0

/(—5:1:4 + 32° + 22 — 22 + 100)dw

Por la regla 5:

:/—5x4d:1:+/3563dx—1—/2x2dx—/2:1:dx+/100d:1:
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Por la regla 4:

:_5/:c4dx+3/a:3—|—2/x2—2/1:dx+100/dq:

Integrando por la regla 2:

1 1 1 1
= 5(—— a3 (—— Yo (— Y o (— 21N 1002 -C

(g G )G ) 2 g )+ 100+
Reduciendo:

3 2
:—x5+1x4+§x3—x2+100x+0

1
/(a2 + bzx2)§azd9:

Primero tenemos que reconocer los elementos u, n y du.

u=a’®+ bz’

1
n=—
2
du = 2b%xdx
Ahora completamos la integral:

1

1
=5p (a® + b2x2)§(2b2xdx)
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Como ya se ha completado la integral, se procede a realizar
el cambio de variable como wu:

1

=5 u2du

Por la regla 2, se procede a integrar:

1
1 1 —+1
—+1
5 +
Reduciendo:
3
1 =

Regresando la variable u a su forma original:

(a2 4 b2:L‘2)3/2
=g ¢

La respuesta final siempre debe de estar en términos de la
variable independiente, en este caso x.

/(x3 —2)%2%dx

Se reconocen las variables u, n y du, donde u es igual a
la expresion algebraica dentro del paréntesis y elevada a la
potencia n = 3. Entonces, tenemos:

uw=1>—2;n=3; = du= 32>

97
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Observamos que nos falta un 3 para poder aplicar la regla de
la potencia generalizada, nimero 6 en este cuaderno. Para
introducir un 3 en la integral afiadimos un uno: 1 = 2. De

w

esta forma no alteramos la expresion.

Completamos la integral introduciendo el uno que definimos
arriba:

= /%(azg’ — 2)%z%dx

Unicamente necesitamos el 3 dentro de la integral, asi que
separamos el uno en 3(% y dejamos dentro de la integral el

3 y afuera el % Como % es una constante podemos aplicar

la regla 4 que dice: [kf(z)dr =k [ f(z)dz donde k es una
constante. De este modo, obtenemos:

1

=3 /(:I;?’ — 2)*32%dw

Ya completada la integral, se procede a aplicar la regla 6,
reescribiendo la integral en términos de la variable u (cambio

de variable):
1
=3 / wddu

Procedemos a integrar:

1 L sy L/l
— - c==(:= C
3(3+1“ )+ 3(4“ i
Continuamos:
1
= —u'+C

12
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Para obtener la respuesta final reescribimos el resultado en
términos de x:

1
= E(Z'B —2)4+C

/(6 — 322) Y422dy

Por la regla 4, sacamos la constante de la integral: y obtene-
mos:

/(6 — 322) Y42zdx = 2 /(6 — 322 Yizda

Observamos que tenemos una funciéon de x elevada a una
potencia y multiplicada por otra funciéon de x por lo que la
integral es candidata para aplicar la regla 6. Para ello deter-
minamos u, n y du, recordando que u es la expresion que
estd dentro del paréntesis y elevada a la potencia. Entonces,
tenemos:

u=6-—3r%n=—1/4; = du = —6xdx

Notamos que nos faltaria un 6 para completar la expresion
que nos permita aplicar la regla 6. Entonces introducimos el 6
introduciendo un uno: 1 = :—g para no modificar la expresion.

—6 6
= 2(_—6) / 6)(6 — 322 Yiada
Como solo necesitamos el 6 para completar la integral y po-

der aplicar la regla 6, separamos el uno en %6(—6). Dejamos

dentro de la integral el -6 y sacamos la constante }6 aplicando
la regla 4. Asi obtenemos:
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= 2(%1) /(6 — 32%) V4 (—6x)dx

Realizamos la operacion fuera de la integral, y aplicamos la
regla 6 (realizando cambio de variable de = a u):

1
= —g/u_1/4du

Integramos aplicando la regla 6:

—1
1 1 —+1
=—2 | = u 4 +C
—+1
4—|—

Reducimos:

Y 4 g
= 3<3u >—|—C— 9u +C

Para obtener la respuesta final reescribimos lo que obtuvimos
en términos de la variable original x:

4
= —5(6=32%)¥ 4 C

f dx

(z+1)(x—3)

Reconocemos que esta es una funcion racional, mas especifi-
camente es una fracciéon propia. El siguiente paso es identifi-
car el tipo de factor que se encuentra en el denominador. En
este caso tenemos dos factores lineales tinicos. Entonces, de
acuerdo a las reglas de integracion por fracciones parciales,
la fraccion propia es — :ﬁ%b + C:ﬁ -. El siguiente paso es separar

la fraccion en sus fracciones parciales:
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dx A B

@D)@=3) — @D T @-3)

Hacemos la suma, encontrando un comun denominador e
igualamos ambos lados de la igualdad:

d — A B _ A@3)+Batl) _ Az-344Br+B _
(x+1)(z—3) (z+1) (x—3) (x+1)(z—3) (z+1)(z—3)
(A+B)x—3A+B

(z+1)(z—3)

Ordenamos los elementos del numerador para poder compa-
rar ambos lados de la igualdad. Observamos que el coeficiente
de x es 0, por lo que (A+ B) = 0y el término independiente
o constante es 1 por lo que tenemos (—3A+ B) = 1. Obtene-
mos una serie de igualdades que organizamos en un sistema
de ecuaciones:

A+B=0
—3A+B=1

Tenemos un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incog-
nitas A y B. Para resolverlo podemos despejar una variable
y sustituir en la otra ecuacion. De la primera ecuacion se
tiene que A = —B, entonces sustituimos esta expresion en
la segunda ecuacion del sistema para tener una ecuacion en
términos de B:

—3(-B)+B=1=3B+B=1=4B=1= B =1

Dado este valor de B, obtenemos A = —}l

Obtenemos:
_1 1

dx _ 71 1
Er)@=3) — @) T @3

Por lo que podemos expresar la integral original en términos
de las fracciones parciales de la siguiente manera:

1

dx _1
| it = i + aplde
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La integral del lado derecho de la igualdad es la integral de
una suma por lo que se puede reescribir siguiendo las reglas
de integracion como la suma de integrales:

Observamos que ambas integrales tienen la forma [ kf(z)dx

por lo que podemos aplicar la regla 4 que nos dice que po-
demos sacar la constante de la integral. Aplicando la regla
obtenemos:

f(quldx_'_f dZL'_ 4f x+1dx+4f

Las integrales obtenidas tienen la forma [ Edu, por lo que
aplicamos la regla 8 para resolver.

—1 = sy dx+4f 3dx——iln|(m+1)|+cl+iln|(x—
S)H—CQ ——ln\(w+ )|—|—iln\(:1:—3)|—|—cdondec:cl—|—02

8. f %dw
Identificamos que esta funcién es una funciéon racional, don-
de el denominador esta compuesto por dos factores lineales
no repetidos. En este caso, descomponemos la fraccion en la

suma de dos fracciones como se detalla a continuacion:

(x+4)(z—1) — axtb + cx+d ~ x+4 x—1

Realizamos la suma de fracciones. Para ello encontramos el
comtn denominador (z + 4)(x — 1). Entonces, tenemos:

_ 223 @ _ _A + B 4 A(x—1)+B(z+4) __ Az—A+Bz+4B __
(z+4)(z—1) — xz+4 z—1 (x+4)(z—1) (x4 (z-1) T
(A+B)z+(—A+4B)

(z+4)(z—1)

Los denominadores son iguales en todos los pasos. Como los
numeradores tienen que ser también iguales, igualamos:

20—3 = (A+B)x+(—A+4B). De esta igualdad obtenemos
el siguiente sistema de ecuaciones:
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A+ B =2
—A+4B = -3

ya que el coeficiente de = en el lado izquierdo de la igualdad
es 2 y el término independiente en ese lado de la igualdad es
igual a —3.

Para resolver este sistema de ecuaciones podemos utilizar el
método de sustitucion, donde despejamos A de la primera
ecuacion y sustituimos su valor en la ecuacion dos. Asi obte-
nemos una ecuacion en términos de B y podemos despejarla
y encontrar su valor solucion.

Despejando A de la primera ecuacion obtenemos: A + B =
2=A=2-DB

Sustituyendo en la segunda ecuacién obtenemos:

—A+4B=-3=—-(2-B)+4B=-3= -2+ B+4B =
—3=5B=-3+2

. _ -1
. B=7

Para encontrar el valor solucion de A, sustituimos el valor de
B en la primera ecuacion:

A+B=2=A=2-B=A=2—-(3)=4
Sustituimos los valores de A y B en las fracciones parciales
y reescribimos la integral que estamos buscando.

11 -1 11

2%—3 2 203 _ ;1
(x+4)(z—1) — $—5&—4 + a:il = f (J:+4)(x—1)d'r o f[%-l-él + ﬁ]dl’

Siguiendo la regla 5 de integracion que dice que la integral

de una suma es la suma de las integrales obtenemos:
1 -1 1 -1
Jigha + 25lde = [ Fgde + [ 5de

Aplicando la regla de integracion 4 que dice que la integral
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de una constante por una funciéon de la variable es igual a
la constante por la integral de la funcién, es decir podemos
"sacar'la constante de la integral, obtenemos:

11 -1 1

[ sd + [ = 5 [ sl + 5 [ de

Observamos y verificamos que podemos aplicar la regla 8 de
integracion. Aplicando la regla obtenemos:

%fﬁdw—k%fﬁdm = 131[ln\(:c—l—éJt)\—H:l]—F_?1[ln|(:z:—1)\—|—
o) = Hin|(z +4)| + Fin|(z — 1)| + ¢ donde ¢ = Fe1 4+ Fea

9. f 322422~ de

r34x2—2x

Observamos que ésta es una funcion racional, donde el polino-
mio del denominador tiene una potencia de mayor grado que
el numerador, por lo tanto es una fraccion propia. Para en-
contrar la integral habréa que integrar por fracciones parciales.
El primer paso es factorizar completamente el denominador
y observar la forma de los factores.

Factorizamos el denominador:

23 + 2?2 — 22 = 2(2? + 2 — 2) factorizando por factor comtn
x

z(x? + 2 —2) = x(x + 2)(z — 1) factorizando la expresion al
cuadrado.

. 3224222 324222
34?2z z(x+2)(x—1)

La expresion obtenida al factorizar esta compuesta por tres
factores lineales no repetidos. Asi que determinamos la forma
de las fracciones parciales de acuerdo a este tipo de factores.

3z2422—2 A B C
e — 2 T T oo

Recordar que en la suma del lado derecho de la igualdad
tenemos tres elementos porque el denominador se factorizo
en tres factores lineales.
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El siguiente paso es resolver la suma del lado derecho de
la igualdad anterior e igualar los numeradores. Para realizar
la suma debemos encontrar un comtun denominador que es la
multiplicacion de los factores. Realizando la suma obtenemos:

A B Cc _ A(x+2)(z—1)4+Bx(x—1)+Cx(x+2)
: T T e = @12 =T

Realizamos las operaciones, desarrollamos y simplificamos:
A(z+2)(z—1)+Bz(z—1)+Cx(x+2) _ Ax(z—1)+2A(z—1)+Bzo—Ba+Cxy+2Cx

x(z+2)(z—1) z(x+2)(z—1) T
Aro—Ax+2Ax—2A+Bay—Bx+Crxo+2Cx _ Axo+Ax—2A+Bros—Br+Caxy+2Cx
x(z+2)(z-1) T x(z42)(z—1)

Ordenamos los elementos del numerador para igualar:

sz+Am—2:;4(?;f§:)2(;§iv)+0$2+20$ = (A+B+C)zs+(A— B+

2C)x — 2A

Igualamos los denominadores:

322422—2 _ (A+B+C)za+(A-B+2C)z—2A
z(z+2)(xz—1) z(z+2)(z—1)

Al igualar obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones li-
neales:

A+B+C=3
A—-B+20=2
—2A = -2

Resolvemos el sistema de ecuaciones para encontrar los valo-
res de A, B y C que seran los numeradores de las fracciones
parciales. Para resolver el sistema primer despejamos A de
la tercera ecuacion:

—2A=-2=A==2=1

Sustituimos el valor solucion de A en la primera y segunda
ecuacion para obtener ecuaciones de dos incognitas.

A+B+(C=3=>1+B+C=3=B+(C=3-1=2
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A-B+20=2=1-B+2C0=2= -B+2C0=2-1=1
Ahora despejamos B de ambas ecuaciones:
B+(C=2=B=2-C
—-B+2C=1=-B=1-20=DB=2C-1

[gualamos B = B

2—-C=20-1

Reorganizamos los elementos de la igualdad para que de un
lado tengamos C'y del otro lado de la igualdad ntimeros:

2+41=20+C=3=3C=3=C=1

A continuacion sustituimos el valor solucion de C' en algin
despeje de B:

B=2-C=2-1=1

.. la fraccion queda descompuesta en tres fracciones parciales
de la siguiente forma:

3z2422-2 1 1 1
e e-) —z T T e

Reescribimos la integral original en términos de las fracciones
parciales:

3x2422—2 1 1 1

3+a2—2z T

Aplicando la regla de integracion que dice que la integral de
una suma es la suma de las integrales obtenemos:

f[%Jr(xiz) dm—f d:c+fx+2d:v+f

Aplicando la regla 8, integramos y obtenemos:

[ dx—l—fHde—i—f pde = Infz| + e + Inf(z + 2)[ +
@—l—ln\(m—l)\—i—c?, ln\x|—|—ln|(x—|—2)|—|—ln\(a:—1)\—|—c
donde ¢ = ¢1 + ¢c9 + ¢3
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11. [ —dx
12. [ ;f(igi—gf dx
13. Ejercicios. Encontrar Y dadas las condiciones iniciales
0
a) 8—1:5x2+2x+1; y(0) =1
b) @ =ax(2? +2)% y(-2) =3
Ox ’
0
c) 8_3' = 2ze”; y(3) =0

4.8. Ejercicios aplicados a economia

Una de las aplicacion en economia es el de poder encontrar la
funcion de costos particular a partir de la funciéon de costos mar-
ginales y condiciones iniciales relacionadas a los costos fijos. Re-
cordemos que los costos de una empresa pueden expresarse como
C(q) = Cr + Cy, donde Cr son costos fijos que pueden ser posi-
tivos aun cuando no se produzca alguna unidad, es decir cuando
g = 0, y Cy son costos variables que son funciéon de q.

La integracion indefinida con condiciones iniciales nos puede ayu-
dar a encontrar la funciéon de costos particular al integrar la fun-
cion de costos marginales y darle un valor a la constante con las
condiciones iniciales.

Suponer que un empresario identifica que su funcion de costos
marginales es: cmg(q) = 0,02¢* +0,05¢ + 20 y que sus costos fijos
son C'r = 400. El empresario quiere saber cuanto cuesta producir
100 unidades de su producto, es decir quiere saber a cuanto as-
cienden sus costos para ¢ = 100. Para responderle al empresario
primero debemos hallar la funcion de costos (familia de funciones
de costos) integrando la funcion de costos marginales, luego hallar

107
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la funcion de costos particular al hallar el valor de la constante
¢ con las condiciones iniciales, y después con la funciéon de costos
particular hallar el costo de producir 100 unidades. Comencemos.

C(q) = [(0,02¢* + 0,05¢ + 20)dq y las condiciones iniciales son
C(0) = 400

Esta es la integral de una suma, por lo que es la suma de las
integrales:

[(0,02¢* + 0,05¢ + 20)dq = [ 0,02¢°dq + [ 0,05qdq + [ 20dq

Por la regla 4, sacamos las constantes que multiplican una funcién
de ¢ del integrando :

[0,02¢°dgq+ [ 0,05qdq+ [ 20dq = 0,02 [ ¢*dq+0,05 [ qdg+20q+
C3

Donde la [ 20dg = 20q + c¢3 por la regla 1.

0,02 ¢*dq+0,05 [ gdg+20q +c; = 0 02(%5 + 1) +0,05(45 +
¢a) +20g + c3 = 0,02(% + ¢ +0,05(% +Cz+20q—|—03 223 +
0,02¢; + %2¢> 40 05CQ+2Oq+c = 2243+ 2242 + 20 + ¢ donde

c = 0,02¢; 4 0,05¢2 + c3

Si C(0) = 400, entonces:

C(0) = %2(0)® + %2(0)? + 20(0) + ¢ = 400
C(0) =040+ 0+ c =400 = ¢ = 400

. O(q) = 22¢% + 226 + 20g + 400

C(100) = 22(100)3+22(100)24-20(100)+400 = %2(1000000)+
225(10000) + 2000 + 400 = 6666,66667 + 250 + 2000 + 400 =
9316,66667

Otra aplicaciéon en economia de la integracion es el calculo del
excedente del consumidor o productor como la diferencia de areas
bajo curvas. El excedente del consumidor esté dado por la diferen-
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cia que existe entre el precio que el consumidor estaria dispuesto
a pagar por un bien y el precio de equilibrio de mercado de ese
bien. Si la diferencia es positiva, entonces habra un excedente.

Precio

=]
Oferta

Excedente del
consurmidor

Excedente dal
productor

Demanda

Cantidad

Figura 4.1: Ejemplo de excedentes del consumidor y del productor para fun-
ciones de demanda y oferta lineales

Si la funcion de demanda es lineal, por ejemplo p(q) = a — %q,

entonces el excedente del consumidor sera:

q q
1
Excedente consumidor = / (a — gt)dt — / pidt (4.9)
0 0

donde p* es el precio de equilibrio y ¢* es la cantidad de equilibrio.

Entonces, de acuerdo al Teorema fundamental del calculo integral
tenemos:
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q q q q
[(a—3t)dt —p*t = [adt — [ jtdt — p*t = at|i* — 3 [tdt —p*t =
0 0 0 0
at|§* — PoI0 — i = ag" — Lo |8 — i = ag” — 15 — p'”

Sipt=1,q¢* =2 a=2yb=4, entonces obtenemos:

Excedente consumidor = (2)(2) — 125 —(1)(2) =4—1(2)—2 =
4—1_9_3
2 2

4.9. Ejemplos en Python
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nimnn

INTEGRALES INDEFINIDAS
Dr. Martha Gabriela Alatriste Contreras
Ingeniero Abisai Israel De La Rosa Gudifio

A continucidon se presenta la solucion de algunas integrales indefinidas
con la finalidad de que el alumno pueda apoyarse de la herramienta para
hacer la comprobacién de sus ejercicios.

Se menciona que el resultado, no incluye la constante de integracion,

pero el alumno debe saber que la constante esta presente.

@autor:abisai.delarosa

nimnn

nnny ejemplo f(z)=5z 8+3r ~7+2x 5+2x+1"""

import numpy as np #importamos la libreria numpy y la abreviamos como mp,
—medtante ella podremos mandar a llamar a funcionen

# tal como lo veremos después

"""Vamos a empezar a graficar la funcion"""

def f(x): # Se define la funcion

return (5*xx**8+3*xx*x7+2xx**5+2*%x+1) #esta definicidon nos regresa la funcion,

—con la que queremos trabajar, en este caso utilizamos

#la funcidén np.sqrt debido a que nuestra funcidén es una Tatiz cuadrada,
—dependiendo de la funcion de usa o no

Jmatplotlib inline

import matplotlib.pyplot as plt #vamos a <mportar la libreria matplotlib.pyplot,
—para iniciar nuestra grafica

def move_spines():
"""Esta funcion divide pomne al eje y en el walor
0 de = para dividir claramente los wvalores positivos y
negativos. """

fix, ax = plt.subplots()

for spine in ["left", "bottom"]:

ax.spines[spine] .set_position("zero")

for spine in ["right", "top"]:
ax.spines[spine] .set_color("none")



return ax #Se regresa el arreglo az para poder mapear la grafica

x = np.linspace(-10, 10, num=30) # Se pone el rango de los wvalores de las,
—abiscisas,y la resulicion de la grafica conse

#cutivamente, en el rango cabe aclarar que el alumno es libre de escoger,
—tomando en cuenta las discontinuidades en

#la funcion; es por ello la importancia el tema de limites

ax = move_spines()

ax.grid()

ax.plot(x, £(x)) #mapeamos a la funcién con el arreglo

plt.title(r"Grafico de $f(x)=5x"8+3x"7+2x75+2x+1$") #Titulo de la grafica

plt.ylabel('f(x)') #Nombre del eje de las ordenadas

plt.xlabel('x') # Nombre del eje de las abscisas

plt.show() # Mandamos a mostrar la grafica.

#INTEGRAL DE LA FUNCION

from sympy import Integral, integrate # Necesitamos importar la funcidong
—1ntegral llamandola con sympy

from sympy import Symbol # <mportamos Symbol para poder llamar a la vartabley
—1ndependiente T

x=Symbol('x') # Se declara a = como simbolo

fx = Bxxxx8+3*xkk7+2xx*x*x5+2%x+1 # Se pome la funcidén a integrar guardandola eny
—otra wvariable

dx = Integral(fx, x).doit(# Se utiliza la funcidn integrate que se denotd aly
—1niocto para realizar la integral

print ("F(x)=",dx,"+C","Integral de la Funcién") # Se imprime el resultado
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[91: """2 ejemplo h(z)=2/x 3+z"""

import numpy as np #importamos la libreria numpy y la abreviamos como mp,,
—mediante ella podremos mandar a llamar a funcionen

# tal como lo veremos después

"""Vamos a empezar a graficar la funcion"""

def h(x): # Se define la funcidon

return ((2)/(x**3+x)) #esta definicién nos regresa la funcidén con la que,

—queremos trabajar, en este caso utilizamos

#la funcidon np.sqrt debido a que nuestra funcidén es una Tatz cuadrada,
—dependiendo de la funcidén de usa o mo

/matplotlib inline

import matplotlib.pyplot as plt #wamos a importar la libreria matplotlidb.pyplot,
—para iniciar nuestra grafica

def move_spines():
"""Esta funcion divide pone al eje y en el walor
0 de = para dividir claramente los wvalores positivos y

negativos. """
fix, ax = plt.subplots()
for spine in ["left", "bottom"]:

ax.spines[spine].set_position("zero")



for spine in ["right", "top"]:
ax.spines[spine] .set_color("none")

return ax #Se regresa el arreglo ax para poder mapear la grafica

x = np.linspace(-10, 10, num=80) # Se pone el rango de los wvalores de las,
—abtiscisas,y la resulicion de la grafica conse

#cutivamente, en el rango cabe aclarar que el alumno es libre de escoger,
—tomando en cuenta las discontinuidades en

#la funcion; es por ello la importancia el tema de limites

ax = move_spines()

ax.grid()

ax.plot(x, h(x)) #mapeamos a la funcién con el arreglo

plt.title(r"Grafico de $h(x)=2/x"3+x$") #Titulo de la grafica

plt.ylabel('h(x)') #Nombre del eje de las ordenadas

plt.xlabel('x') # Nombre del eje de las abscisas

plt.show() # Mandamos a mostrar la grdafica.

from sympy import Integral, integrate

from sympy import Symbol

x=Symbol('x"')

hx=(2) / (x**3+x)

dx = Integral(hx, x).doit()

print ("H(x)=",dx,"+C","Integral de la Funcién")

Grafico de hix)=2/x° + x
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[1]:

"3 ejemplo g(z)=1/((z+1) ~(z-3))"""

import numpy as np #importamos la libreria numpy y la abreviamos como mp,,
—mediante ella podremos mandar a llamar a funcionen

# tal como lo veremos después

"""Vamos a empezar a graficar la funcioén

def g(x): # Se define la funcidn

return (1/((x+1)*(x-3))) #esta definicién nos regresa la funcidén con la quey

—queremos trabajar, en este caso uttilizamos

#la funcion np.sqrt debido a que nuestra funcidén es una rTaiz cuadrada,
—dependiendo de la funcién de usa o no

Jmatplotlib inline

import matplotlib.pyplot as plt #vamos a importar la libreria matplotlib.pyplot,
—para inictar nuestra grafica

nmnn

def move_spines():
"""Esta funcion divide pone al eje y en el walor
0 de = para dividir claramente los wvalores positivos y

negativos. """
fix, ax = plt.subplots()
for spine in ["left", "bottom"]:

ax.spines[spine] .set_position("zero")

for spine in ["right", "top"]:
ax.spines[spine] .set_color("none")

return ax #Se regresa el arreglo az para poder mapear la grdfica

x = np.linspace(-10, 10, num=80) # Se pone el rango de los wvalores de las,
—abiscisas,y la resulicidén de la grafica conse

#cutivamente, en el rango cabe aclarar que el alumno es libre de escoger,
—tomando en cuenta las discontinuidades en

#la funcidon; es por ello la importancia el tema de limites

ax = move_spines()

ax.grid()

ax.plot(x, g(x)) #mapeamos a la funcidén con el arreglo
plt.title(r"Grafico de $g(x)=1/((x+1)"(x-3))$") #Titulo de la grdifica
plt.ylabel('g(x)') #Nombre del eje de las ordenadas

plt.xlabel('x') # Nombre del eje de las abscisas

plt.show() # Mandamos a mostrar la grdifica.

from sympy import Integral, integrate

from sympy import Symbol

x=Symbol('x")

gx=1/((x+1)*(x-3))

dx = Integral(gx, x).doit()
print("G(x)=",dx,"+C","Integral de la Funcién")
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[31: """} ejemplo j(z)=(3z 2+2x-2)/(x "3-x 2-2z)"""

import numpy as np #importamos la libreria numpy y la abreviamos como mp,,
—medtante ella podremos mandar a llamar a funcionen

# tal como lo veremos después

"""Vamos a empezar a graficar la funcion"""

def j(x): # Se define la funcidn

return ((3xx**2+2xx-2) / (x**3+x**2-2%x)) #esta definicidn nos regresa lay

— funcion con la que queremos trabajar, en este caso utilizamos

#la funcion np.sqrt debido a que nuestra funcidén es una Tatz cuadrada,
—dependiendo de la funcidén de usa o mno

%matplotlib inline

import matplotlib.pyplot as plt #wamos a importar la librerta matplotlidb.pyploty,
—para iniciar nuestra grafica

def move_spines():
"""Esta funcion divide pone al eje y en el walor
0 de = para dividir claramente los wvalores positivos y
negativos. """
fix, ax = plt.subplots()
for spine in ["left", "bottom"]:
ax.spines[spine] .set_position("zero")

for spine in ["right", "top"]:



ax.spines[spine] .set_color("none")
return ax #Se regresa el arreglo ax para poder mapear la grafica

x = np.linspace(-10, 10, num=80) # Se pone el rango de los wvalores de las,
—abiscisas,y la resulicion de la grafica conse

#cutivamente, en el rango cabe aclarar que el alumno es libre de escoger,
—tomando en cuenta las discontinuidades en

#la funcion; es por ello la importancia el tema de limites

ax = move_spines()

ax.grid()

ax.plot(x, j(x)) #mapeamos a la funcién con el arreglo

plt.title(r"Grafico de $j(x)=(3x"2+2x-2)/(x73-x"2-2x)$") #Titulo de la grdifica

plt.ylabel('j(x)') #Nombre del eje de las ordenadas

plt.xlabel('x') # Nombre del eje de las abscisas

plt.show() # Mandamos a mostrar la grdafica.

from sympy import Integral, integrate

from sympy import Symbol

x=Symbol('x"')

jx=(3*kx**2+2%x-2) / (x**3+x*¥*2-2%X)

dx = Integral(jx, x).doit()
print("J(x)=",dx,"+C","Integral de la Funcién")

Grafico de jlx} = (3x? + 2x — 2)/(x* — x* — 2x)
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J(x)= log(x**3 + x**2 - 2*x) +C Integral de la Funcién



[6]1: """5 ejemplo j(z)=(z 2+2z+2)/(x(x"2+5))"""

import numpy as np #importamos la libreria numpy y la abreviamos como mp,,
—mediante ella podremos mandar a llamar a funcionen

# tal como lo veremos después

"""Vamos a empezar a graficar la funcioén

def p(x): # Se define la funcidn

return ((x**2+2*xx+2)/(x*(x**2+5))) #esta definicién nos regresa la funcion,

—con la que queremos trabajar, en este caso utilizamos

#la funcion np.sqrt debido a que nuestra funcidén es una rTaiz cuadrada,
—dependiendo de la funcién de usa o no

nmnn

Jmatplotlib inline
import matplotlib.pyplot as plt #vamos a importar la libreria matplotlib.pyplot,
—para inictar nuestra grafica

def move_spines():
"""Esta funcion divide pone al eje y en el walor
0 de = para dividir claramente los wvalores positivos y

negativos. """
fix, ax = plt.subplots()
for spine in ["left", "bottom"]:

ax.spines[spine] .set_position("zero")

for spine in ["right", "top"]:
ax.spines[spine] .set_color("none")

return ax #Se regresa el arreglo az para poder mapear la grdfica

x = np.linspace(-10, 10, num=80) # Se pone el rango de los wvalores de las,
—abiscisas,y la resulicidén de la grafica conse

#cutivamente, en el rango cabe aclarar que el alumno es libre de escoger,
—tomando en cuenta las discontinuidades en

#la funcidon; es por ello la importancia el tema de limites

ax = move_spines()

ax.grid()

ax.plot(x, p(x)) #mapeamos a la funcidén con el arreglo

plt.title(r"Grafico de $p(x)=(x"2+2x+2)/(x(x"2+5))$") #Titulo de la grafica
plt.ylabel('p(x)') #Nombre del eje de las ordenadas

plt.xlabel('x') # Nombre del eje de las abscisas

plt.show() # Mandamos a mostrar la grdifica.

from sympy import Integral, integrate

from sympy import Symbol

x=Symbol('x")

px= (x**2+2*x+2) / (x* (x**2+5))

dx = Integral(px, x).doit()
print("P(x)=",dx,"+C","Integral de la Funcién")
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Grafico de pi(x) = (x* + 2x + 2)/(x(x* + 5))
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Integral de la Funcién
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Capitulo 5
Optimizaciéon

En la formulaciéon de un problema de optimizacién, prime-
ro debe definirse una funcién objetivo, en la cual la variable
dependiente representa el objeto a optimizar. Al optimizar ma-
ximizamos o minimizamos. El conjunto de variables indepen-
dientes indica los objetos cuyas magnitudes se pueden elegir para
la optimizacion, son las variables de eleccién o de ajuste. El ob-
jeto del proceso de optimizacioén es encontrar el conjunto de
valores de las variables de eleccion que proporcionan el 6ptimo
deseado. Al optimizar encontramos valores 6ptimos y valores ex-
tremos: maximos o minimos.

Puntos criticos

Para localizar los extremos de una funcién, primero se encuen-
tran los valores criticos y luego se examina si son extremos. Un
punto critico es un punto para el cual las derivadas parciales
de primer orden son iguales a cero. Si f(z,y), entonces un punto
(20, y0) para el cual f, = f, = 0 es un punto critico de f. Un
punto critico puede resultar ser un maximo relativo, un minimo
relativo o ninguno de estos. Entonces, un punto critico es s6lo
un candidato para ser extremo relativo.

De esta forma, todos los extremos relativos son puntos criticos
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pero no todos los puntos criticos son extremos relativos.
Determinacion de puntos criticos

Regla 1 5.0.1 Siz = f(x,y) tiene un mdximo o minimo relativo
en (zo,Y0), Y st fo y fy estan definidas para todo punto cercano a
(20, %0), es necesario que (xg,yo) sea una solucion del siguiente
sistema:

{fx(xay) =0 (51>

fy(x,y) =0

5.1. Determinacion de extremos relativos

Regla 2 5.1.1 Prueba de la derivada de sequndo orden pa-
ra funciones de dos variables: Si z = f(x,y) tiene derivadas
parciales continuas frz, fyy Y foy en todo punto (x,y) cercano a
punto critico (xg,yo). Sea D la funcion definida por:

D(l’,y) = fou * fyy - (fxy)2 (52)

Entonces,

m a) Si D(xo,y0) > 0 y for < 0, entonces la funcion f tiene
un mdzximo relativo en (xg, yo)-

w b) Si D(xg,y0) > 0y foe > 0, entonces la funcion f tiene
un minimo relativo en (o, Yo)-

w ¢) St D(xg,y0) < 0, entonces la funcion f no tiene algin
extremo relativo en (xg, yo).

» d) Si D(xg,y0) = 0, entonces no se puede extraer alguna
conclusion con respecto a extremos relativos.

donde D(xg,yo) es la evaluacion de la funcion D en cada punto
critico.



5.2. APLICACIONES EN ECONOMIA

5.2. Aplicaciones en economia

Aplicaciones de optimizacion (sin restriccion) de funciones de dos
variables incluyen:

» Maximizacion de la producciéon
= Maximizacion del beneficio

En la aplicacion de la maximizacion de la produccion, el produc-
tor, dueno de la empresa debe elegir las cantidades de factores de
produccion que arrojen la mayor cantidad de producto. El proble-
ma dependera de la funcién de produccion y de los supuestos que
se hagan. En teoria econdmica se suele asumir que la produccion de
un producto se da combinando dos factores de produccion: capital
(K) y trabajo (L). Ambos factores se pueden combinar asumiendo
que son sustitutos o complementos. De acuerdo a estos supuestos
es que se escoge el tipo de regla para la funcion de produccion. Si
son sustitutos perfectos podriamos asumir que la produccion de
un producto tiene la forma Y = K + L. Si, de lo contrario, asumi-
mos que son complementos, podriamos asumir que la funcién de
produccion tiene la forma: Y = K“LP. Lo que sigue en cualquiera
de los casos es encontrar las derivadas parciales con respecto a
cada factor y resolver el sistema de las derivadas igual a cero.

En la aplicacion de la maximizacion del beneficio es 1til recordar
que un productor calcula su beneficio como m = 7 — ¢, donde 7
son los beneficios, ¢ son los ingresos y ¢ son los costos totales.
También recordemos que el ingreso se calcula como ¢ = pq, precio
del producto por la cantidad de productos vendidos.

Para introducir el tema de optimizacion de funciones de n varia-
bles, se utilizan algunos conceptos y objetos del algebra lineal, en
particular del algebra matricial. Por lo tanto, se sugiere revisar la
seccion 5 del cuaderno de algebra lineal.
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5.3. Optimizacion de funciones de n variables

Condiciones para extremos relativos para funciones de n > 2 va-
riables:

Una funcion Y = f(x1,x9,...,2,) tiene un maximo relativo en

T = a1, Ta = Ag,. . .,Ty = Ay, si para todos los puntos (x1, Ta, . .., Tp),
suficientemente cercanos a (ay, as, ..., ay):

flay,ag, ... a,) > f(x1,29,...,2)

Condiciones para extremos relativos para funciones de n > 2 va-
riables:

Una funcion Y = f(xq,x9,...,2,) tiene un maximo relativo en
T1 = ay, To = Ag,. . ., Ty = Gy, Si para todos los puntos (1, T, . . ., Ty),
suficientemente cercanos a (ay, as, . .., ay):

flat,ag, ... a,) < f(x1,29,...,2)

5.3.1. Condiciones necesarias para extremos relativos

(0f _
%—O
oF —
q Ow (5.3)
of
\E—O

Al resolver este sistema de ecuaciones se encuentran los puntos
criticos que son candidatos a ser extremos relativos.
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5.3.2. Condiciones suficientes para extremos relativos

Las condiciones suficientes hacen uso de las derivadas parciales de
segundo orden arregladas en una matriz Hessiana.

La matriz Hessiana:

fx1,af1 fm,xz fxl,xn

H . f$2;1'1 fxg,fﬂg U foaxn

f.’l?n,iﬂl fxnax2 e fl’n,flin
La Matriz Hessiana
= La matriz Hessiana es cuadrada y de dimension n.

= Su diagonal principal esta constituida por las derivadas par-
ciales de segundo orden puras.

= Los elementos no diagonales son derivadas parciales de se-
gundo orden mixtas.

= La matriz es simétrica alrededor de la diagonal principal.

» Para la matriz Hessiana se identifica un conjunto de sub-
matrices, empezando por una submatriz de dimension 1 x 1
correspondiente al elemento (1,1) de la matriz Hessiana.

= Las submatrices son las siguientes:

Hl — (fxl,x1>

H _ fiﬂl,wl f£U173?2
P S S
Z2,%1 T2,T2
fx17x1 f.’L‘l,"EQ f‘r17m3

H3_ f$27$1 f962,9€2 f$2,l‘3
fx37$1 fl’g,l’g fl‘g,Ig
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fxlvxl fIl,I’Q U fI’l,I'n

Hn = H = fx%’wl fx%’xQ ' fx?axn

fxn,xl fl‘n,l‘g e f:cn,a:n
Menores principales

Los determinantes de estas submatrices reciben el nombre de
menores principales de H.

Ay = |H)|
Ay = |Hy|
A3 = |Hj3|
A, = |Hn‘ - ‘H‘

Condicién suficiente de extremos relativos:

Si se tienen los valores criticos 1 = a1, 9 = a9, r3 = as, ...,
T, = Gy, para los cuales f,, = fu, = fa,, -, fz, =0, y todas las
derivadas de segundo orden son continuas:

1. Existe un maximo relativo si los menores principales, eva-
luados en los valores criticos, se alternan en el signo, con
los menores principales negativos de ntimero impar y con los

positivos de niimero par:
A1 <0,A0>0,A3<0,...

2. Existe un minimo relativo si todos los menores principales,
evaluados en los valores criticos, son positivos:



5.4. OPTIMIZACION SUJETA A RESTRICCION LINEAL

A >0,A0>0A3>0,...

3. Si no cumple alguna de las dos primeras condiciones, no po-
dra extraerse conclusion alguna con respecto a extremos re-
lativos.

5.4. Optimizacion sujeta a restriccion lineal

5.4.1. Optimizacién de una funcién de dos variables su-
jeta a restriccion lineal

Método del multiplicador de Lagrange (restriccion de igualdad)

Problema de optimizacion:

mc.wc Y = f(x1,29) (5.4)
sujeto a g(x1,x2) = k

0
sujeto a g(x1,z9) = k

donde Y = f(z1,x2) es la funcion objetivo y g(x1,z2) = es la
restriccion de igualdad

{mam Y = f(x1,29) (5.6)

sujeto a g(x1,x2) = k
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Funcion lagrangiana:
2(1’1,332, )\) = f(xla '932) - )\[9(371,1?2) - k]

donde f(z1,x2) es la funcion objetivo y A es el multiplo lineal de
la restriccion.
La variable A se llama multiplicador de Lagrange

Condiciones necesarias para los extremos relativos

0L

w1

0L — 0 (5.7)

oy
oL _
N

Resolvemos el sistema de ecuaciones para x1, .

Condiciones suficientes para los extremos relativos:

Para estimar el comportamiento de £(x1, x2, A) en cualquier valor
critico, deberd determinarse la matriz Hessiana acotada Hp:

0 2S¢ g

5.1‘1 (5.’1)2
Hp = b9 2L 3L
B — oxq 51’% 0T1x

R RS VIR i v
dxy  Owomy Ol

Dados los valores criticos 1 = aj,x9 = as, A = \*, para los
cuales £,,,£,,, £\ = 0, el determinante de Hp denotado como
Ap se evalua en los valores criticos. Entonces:

1. Existe un maximo relativo si Ag > 0.
2. Existe un minimo relativo si Ag < 0.

Optimizacion de una funcion de n variables sujeta a restriccion
lineal
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mazx(min)Y = f(x1,z9,...,2,)

sujeto a g(x1, 2, ..., x,) =k

Funcion Lagrangiana:

L(x1, 29, .. Ty A) = f(x1, 22, ..., x0) — Mg(x1, 29, ..., 7)) — K]

Condiciones necesarias para los extremos relativos

(o2
6%1
0L

oy

0L
5o =0
0L
\ﬁ_o

Resolvemos el sistema de ecuaciones para xi, o, ..., Ty.

Condiciones suficiente para los extremos relativos:

Para estimar el comportamiento de £(x1, x2, A) en cualquier valor
critico, deberd determinarse la matriz Hessiana acotada Hp:

KJ

( 0 (5.1'1

b9 2L

dx1 da?
5 2

0y Oxoxy

dg 028
0x, O0x,T1

0o T 0xy,
5%e 52L
dxrixe " dxizg
2L 2L
o3 X9y,
3L 2L
dxpxe " a2

Definimos submatrices y menores principales:

0 X

dg 531‘11

Hp, = | 5o o2
b9 2L

(51‘2 (51‘2.’1)1

09
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51‘1 6l‘g 5ZE3
5g 828 528 528

H _ 51‘1 (51‘% (5$1$2 (5@‘1.133
B3 — dg 528 52 5%

(51‘2 (51‘2.’1)1 (5%‘% (5%‘2333

dxg  Oxgwy  dxgme Ozl

=

-E[Bn = Hp :$'131i1:: LE[B‘

Condiciones suficientes para los extremos relativos:

Dados los valores criticos 1 = a1, 29 = ao,..., 2, = Ap, A =
A*, para los cuales £,,,£,,,...,£; , £y = 0, todos los menores
asociados a Hpg se evaltian en los valores criticos.

Entonces:

1. Existe un maximo relativo si: Ap, > 0,Ap, < 0,Ap, >
0,....

2. Existe un minimo relativo si: Ap, < 0,Ap, <0,Ap, <0,...
& los signos de todos lo menores principales acotados son
negativos.

Interpretacion de A

5L _

T =A

A puede interpretarse como la tasa instantanea de cambio en el
valor de la funcion Lagrangiana respecto del que se opera en la
constante k£ de la ecuacion de restriccion.
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El valor de A* en la solucion 6ptima indica que si la constante k au-
menta o disminuye en una unidad el valor 6ptimo de f(z1, 2, x3).

5.4.2. Aplicaciones en economia

= El problema del consumidor de la teoria macroeconémica se
modela de forma abstracta como un problema de maximiza-
cion.

= El problema del consumidor consiste en escoger una canasta
de bienes que maximice su utilidad segtin sus preferencias y
dado un conjunto presupuestario que indica que el consumi-
dor no puede gastar en su consumo mas de lo que tiene.

= Bl problema del consumidor se puede expresar como un pro-
blema de maximizacion de utilidad donde la funciéon de uti-
lidad, u(x) es continua.

Por ejemplo, el problema del consumidor de escoger la canasta
de consumo que més prefiera dados los precios p >> 0 y el nivel
de riqueza w > 0 es el siguiente problema de maximizacion de la
utilidad:

{mam u(x) (5.10)

5.4 pr =W

donde x es un vector de variables independientes x = {x, z9, ..., z,}
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5.5. Ejemplos

Optimizacion

5.5.1. Optimizacién con restriccién. Utilizando el mul-

tiplicado de Lagrange.

b)f(z,y) =2*y+y* +x+y
s.a(2r +y=1)

Empezamos por escribimos la funciéon Lagrangiana:

L(z,y,\) =2’y + " + x4+ y— A2z +y — 1)

Por el punto (0.34) del multiplicador de Lagrange:

8L )
gz o
0

a0

Determinamos las derivadas parciales:

Planteamos la derivada de L respecto a x:

gg’:j 8x[xy—i—y +rx+y—A2x+y—1)]

De acuerdo a la regla 4 de diferenciacion:
oL _ @

o = 527y + gl + glel + gyl — A2 +y = 1))

Utilizando la regla 3 y 4 de diferenciacion:
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2 =y 2%+ 217+ Aol + 2 - A2E (@) + £ ) - ()
Resolviendo mediante la regla 2 de diferenciacion:

0L — 2zy +1 — 2

Determinamos la derivada parcial de la variable y:

Planteamos la derivada de L respecto a y:

C=glPy ety - A2z +y—1)

De acuerdo a la regla 4 de diferenciacion:

5= sl + o'l + gl + 5y - 52z +y —1)]
Utilizando la regla 3 y 4 de diferenciacion:

5 =5+ v+ Sl + 5yl = A2g (@) + 5 () — 5, (1)
Resolviendo mediante la regla 2 de diferenciacion:

gi =224+ 2y —A+1

Determinamos la derivada parcial de la variable A:

Planteamos la derivada de L respecto a y:

% = %[x2y+y2+x+y—)\(2x+y— 1)]

De acuerdo a la regla 4 de diferenciacion:

0 = Llatyl + ZlA + &lo] + &yl — &2z +y — 1)]

Utilizando la regla 3 y 4 de diferenciacion:
% — Sl + Al + &l + &) — (20 +y - DEO)

Resolviendo mediante la regla 2 de diferenciacion:

O — 20 —y+1

Formamos el sistema de ecuaciones:

133
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20y — 220+ 1=10....(1)
242y —A+1=0..(2)
—2r —y+1=0....(3)

De la ecuacion 3 despejamos y:
—2r—y+1=0=>y=—-2x+1...(4)

Sustituyendo 4 en la ecuacion 1:

2 4+2(-22+1) - A+1=0=22-42—-2-X—-1=0
=22 —4r-X-3=0

Despejando A:

A= —2*—4x —3...(5)

Sustituyendo 5 y 4 en la ecuacion 1:

20(—2x +1) —2(—2? — 42— 3) + 1 = 0 = —42® + 2 + 222 +
80+6+1=0-22"+102+7=0=2>-bx— =0

Resolviendo por formula general el trinomio cuadrado perfecto:

I = 5,62
To = —0,62

Sustituyendo cada valor de x en la ecuacion 4 y 5:

y1 = —10,24 | A\ = —57,06
Yo =224 [ A= —0,90

Por tanto, tenemos un par de puntos criticos:

Pa(5,62,—10,24) = A\ = —57,06 Pn(—0362,2,24) = Ay =
—0,96

Obtenemos las segundas derivadas de la funcién objetivo y las
primeras derivadas de la funcién restriccion:

Planteamos la segunda derivada de L respecto a x:

L = 20y — 2\ + 1]
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De acuerdo a la regla 4 de diferenciacion:

2
g = ael2y] = 55 2N + g [1]

Utilizando la regla 3, separamos los valores contantes:
F5 =2y la] — 28 N + 21
Resolviendo, mediante la regla 2 de diferenciacion:
2
e =2

Obtenemos la segunda derivada de la funciéon objetivo respecto a
la variable y:

Planteamos la segunda derivada de L respecto a x:

Sk =2+ 2 - A+1]

De acuerdo a la regla 4 de diferenciacion:

S = &l + (2] = 51N + 1]
Utilizando la regla 3, separamos los valores contantes:

BL_ 212 4080y~ 2N+ 21

Resolviendo, mediante la regla 2 de diferenciacion:

ok =2

Obtenemos la segunda derivada cruzada:
Planteamos la segunda derivada de L, respecto a y:
Ly = 5%(2$ +y—1)

De acuerdo a la regla 4 de diferenciacion:

Lyy = 5:22y) + £(y) — (1)

Utilizando la regla 3, separamos los valores contantes:
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0 o) 0
Ly = 2x5,(y) + 5;(y) — 7;(1)
Resolviendo, mediante la regla 2 de diferenciacion:
Ly, =2x
Obtenemos la primera derivada de la restriccion:
Planteamos la derivada de g respecto a x
9
2 =L2r+y—1)
De acuerdo a la regla 4 de diferenciacion:
0
o = e (20) + 52 (y) — (1)
Utilizando la regla 3, separamos los valores contantes:
B
a2 = 2g0(2) + 52 (y) — (1)
Resolviendo, mediante la regla 2 de diferenciacion:

dg __
37_2

Optimizacion

Obtenemos la primera derivada de la restriccion de la variable y:

Planteamos la derivada de g con respecto a y:

0]

8—5 = 8%(21: +y—1)

De acuerdo a la regla 4 de diferenciacion:

o)

&= 2(20) + 2(y) - (1)

Utilizando la regla 3, separamos los valores contantes:
0 0 0

5 = 25;(@) + 5;(y) — (1)

Resolviendo, mediante la regla 2 de diferenciacion:

99 _
8y_1

Usando la matriz Hessiana que se encuentra en el apartado de

optimizacion:
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0 2 1
Hy=12 2y 2z
1 2z 2

Sustituyendo los valores del punto critico:

Para P.1(5,62, —10,24)

0 2 1
Hy =2 —2048 11,24
1 1124 2

|[Hy| = [(0)(—20,48)(2)+(2)(11,24)(1)+(2)(11,24)(1)] = [(1)(—20,48) (1) +
(2)(2)(2)+(11,24)(11,24)(0)] |Hy | = (44,96)—(—12,48) = 57,44 >
0

Por tanto, existe un méaximo relativo en el punto P(5,62, —10,24),
este maximo relativo es z = —223,18 para una Ax = —53,06

Para Pis(—0,62, 2,24)

0 2 1
Hy=|2 448 —1.24
1 —124 2

| Hin| = 1(0)(4,48)(2)+(2)(—1,24)(1)+(2)(=1,24)(1)]—[(1)(4,18) (1) +
(2)(2)(2)+(—1,24)(—1,24)(0)] | Hyo| = [~4,96]—(12,48] = —17,44 <
0

Por tanto, existe un maximo relativo en P(—0,62,2,24), este ma-
ximo relativo es z = 7,49 para una Ax = —0,96

5.6. Ejemplos aplicados en economia

Coémo se menciono en la introduccion al cuaderno, el calculo dife-
rencial es utilizado para resolver el problema de optimizacion de
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los agentes en la economia. La teoria econdémica asume que los
agentes son optimizadores y por lo tanto, para tomar decisiones
deben de resolver un problema de optimizacion. En particular, el
problema del consumidor consiste en escoger una canasta de bie-
nes que maximice su utilidad segin sus preferencias, las cuales
tienen ciertas propiedades mateméticas como convexidad, y dado
un conjunto presupuestario que indica que el consumidor no puede
gastar en su consumo mas de lo que tiene. La solucion al proble-
ma del consumidor es su demanda. A continuacién presentamos
un ejemplo.

Suponer que para un consumidor dos bienes de consumo son com-
plementos entre si. Dadas estas preferencias, el este consumidor
presenta la funcion de utilidad: U(x1,29) = 225, Si suponemos
que la restriccion presupuestaria de este consumidor es: pixp +
poxos = m, donde py es el precio del bien 1, py es el precio del
bien 2 y m es la riqueza del consumidor que es exégena en este
problema de optimizacion. La restricciéon presupuestaria es una
recta que resume que el valor de los bienes que consume el con-
sumidor deben de ser iguales a su riqueza. Entonces, el problema
de optimizacion del consumidor es el siguiente:

max U(x1,x2)

sujeto a p1r1 + pors = mMm

donde U(x1,x9) es la funcion objetivo y la recta presupuestaria
es la restriccion de igualdad que es lineal y las variables de ajuste
son {x1,Ta}.

Para hallar el valor 6ptimo definimos el Lagrangiano de la siguien-
te manera:

L(xq, 29, A) = U(x1,22) — AM(p121 + p22 — M) (5.11)
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donde A es una constante.

Las condiciones necesarias o de primer orden para hallar el valor
6ptimo son las derivadas parciales de la funcién Lagrangiana con
respecto a cada una de sus tres variables y son las siguientes:

oL _ 0 — oU(z1,22) )\(5(P1$1+P2$2—m) _

oxq ((le ) ( 0z )
5L 0U(x1,2) 0(p1x1+powa—m) _
5y = 0= =5 = AT =

&—O—)( 171 + Py —m) = 0

La solucion a este sistema de ecuaciones es es punto critico candi-
dato a extremo relativo. En el ejemplo del programa del consumi-
dor, la solucion es la demanda 6ptima del consumidor. Entonces,
procedemos a resolver el sistema.

De las ecuaciones anteriores podemos obtener el valor ¢éptimo de
una de las variables, ya que podemos despejar A de las dos prime-
ras condiciones. Despejamos A de ambas ecuaciones e igualamos:

oU(z1,22) )\(5(P1$1+P2x2—m) _ 0f(z1,ae) )\(5(P1$1+P2$2—m)

(533‘1 (51‘1 _ (533‘2 (51‘2
(5U(£L’1,ZL’2) 5U CCl,CUQ
0z / (5332 /p

Obtenemos la siguiente ecuacion:

5U(x1, xg)
(51’1

oU (1, x2) _m
02 P2

/ (5.12)

Observar como esta ultima ecuacion presenta lo que la Teoria neo-
clasica del consumidor llama la tasa marginal de sustitucion del
lado izquierdo de la ecuacion y los precios relativos del lado dere-
cho. La tasa marginal de sustitucion es el cociente de las utilidades
marginales de cada bien. Asf la condiciéon necesaria para extremos
relativos en este problema del consumidor equivale a la igualdad
entre la tasa marginal de sustitucion entre los bienes de consumo
y los precios relativos.
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Para U(x1, 79) = ¢z} obtenemos:

oU (w1, x9) a1 b

P ax|{ “xs (5.13)
' U ( )
L1, L2 ay, .b—
e ribay ! (5.14)
Por lo tanto:
a—1,.b
axl—bi? _n (5.15)
x{bxy D2
De esta ecuacion podemos despejar xo para obtener:
b
g, = 20N (5.16)
p2a

Para hallar 27, sustituimos el valor de x5 en la restriccion presu-
puestaria:

bx
pP1T1 +p2p1 L =m (5.17)
baa

podemos acomodar los términos y obtener:
Pio,
1(p1 tp ) =m (5.18)
2

Despejando x1, obtenemos:

m
pi= (5.19)
Lo

Sustituyendo el valor encontrado para x] encontramos 5.
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plb( m;ib)
vy = —2 (5.20)
p20a
Asi, obtenemos la eleccion optima o la cesta demandada del con-
sumidor: (x7, z3)

Si queremos encontrar las cantidades demandadas 6ptimas de cada
bien de acuerdo a precios determinados sustituimos en las funcio-
nes de demanda de cada bien z7, x5 los precios especificos. Por
ejemplo, si queremos saber la demanda 6ptima para los precios
p1 = 2,5, py = 2, suponemos que a = b = 1:

100 — 100 __ 100 _ 20

Ty = = = 3+
1 275_’_27(51()1) 2,5+2,5 5

Sustituyendo el valor encontrado para x] encontramos 5.

2,5(1)(—'9%ay) 100
- 2Ty Blasees) 25050 _ 250200 _ 50 _ o
2 2(0) 2 2 2 2

.. el consumidor consumird 20 unidades del bien 1 y 25 del bien
2.

Si ahora las preferencias del consumidor muestran que los bienes
son sustitutos, en este caso la funcion de utilidad tendria la forma:
U(x1,x2) = 4x1 + 219 con una tasa de sustitucion de 2:1.

Si los precios de los bienes son respectivamente 4 y 2, y si el
consumidor tiene una riqueza m = 100, entonces el problema del
consumidor es:

max 4xq1 + 2x9
sujeto a 4121 + 2009 = 100

En este caso, la funcion Lagrangiana seria:

L(x1, 22, \) = 421 + 229 — M(p121 + P22 — M) (5.21)
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y las condiciones necesarias o de primer orden serian:

=0 — 0U(z1,m2) )\(5(p1x1+p2x2—m) —

6$1

oL

ox1 (5$1 ) ( )
5L 0U(z1,w2)  y (O(p1w1tpeza—m)
s = 0— =5, — Al

=0 = (pray + poas —

6562

m) =0

Optimizacién

Despejamos A de la primera y segunda ecuacion e igualamos A =

A. De la primera ecuacion obtenemos:

6U(z1,20) )\(5(p1:v1+p2w27m)
(51‘1 - (5.’131
5U(3¢1,JE2)
dxq —
(w = A
0xq
6U(x1,9c2)
o0xq — )\
b1
De la segunda ecuaciéon obtenemos:

6U (21,72) — )\( d(prx1+poxa—m)
5132 6I2

6U(z1,m2)

59:2 — )\

( d(py@1+pozg—m)
oxo

oU(zy,%9)

51)2 — )\

D2

[gualando A = A:

6U(z1,72) 6U(z7,x9)
0z _ 0xo

b1 D2

Reorganizamos:

Sustituyendo para el ejemplo:

0(dx142x0) _ dday 523@2 51‘1 53?2)
(SCL’l - 5.’171 + 4 +2

(5(41’1-’-2.%2) - 54I1 _|_ (52.%2) — 4(51’1 + 25%2)

5$2 (Sl‘g

— 4(1) + 2(0)

4(0) + 2(1)

=4

=2
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Obtuvimos las derivadas parciales aplicando las reglas de diferen-
ciacion de la suma, la regla de una constante por una funciéon y la
regla de la potencia.

De la tercera ecuacion obtenemos:

121 + poxs — m = 0 = p1x1 + poxe = m = 4x1 + 229 = 100

5.7. Ejemplos en Python



Optimizacion de funciones de una variable 1 ejemplo

August 13, 2021

[1]1: | """Optimizacién de Funciones de Una Variable
Dr. Martha Gabriela Alatriste Contreras.
Ing. Abisat Israel De La Rosa Gudifio.

Para los siguientes Scripts, se muestra como se puede optimizar o llegar a,
—~la conclusidén de st una funcidén tiene

uno o mdas maxrimos o minimos, tomando en cuenta que este script solo sey
—uttlizard para funciones polinomiles,

funciones mas comunes en economia, y tomando en cuenta que al llegar a los,
—puntos criticos, estos deben ser reales"""

"tEjemplo #1 d(x)=2x 3-2x 2+1"""

#Empezamos con la grafica de la funcion, esta es opcional y se puede ver lay
—explicacion de estda en los ejemplos de derivadas
#Lo unico que el estudiante y profesor cambia es la ecuacion que desea graficar,
-~y el rango de la grafica
import numpy as np
from numpy.polynomial import Polynomial as P
def d(x):
return (2*x**3-2*x**2+1) #Aqui se pone la ecuacién deseada
/matplotlib inline
import matplotlib.pyplot as plt

def move_spines():
"""Esta funcion divide pone al eje y en el walor
0 de = para dividir claramente los wvalores positivos y
negativos. """
fix, ax = plt.subplots()
for spine in ["left", "bottom"]:
ax.spines[spine].set_position("zero")

for spine in ["right", "top"]:
ax.spines[spine] .set_color("none")

return ax



x = np.linspace(-20, 20, num=30) #aqui se ajusta el rTango de la grdafica y lay
—resolucion de la misma

ax = move_spines()

ax.grid()

ax.plot(x, d(x))

plt.title(r"Grafico de $d(x)={2x"3-2x"2+1}$") #Se pone el titulo o la ecuacidn,
—de la grafica

plt.ylabel('d(x)"')

plt.xlabel('x")

plt.show()
Grafico de dix) =2x — 2x* +1

15030

10G0E

SO0
! ! ! !
5 10 15 20

[1]: | """Paso # 1.Se obtiene la derivada de la funcion"""

#0Obtenemos la derivada de la funcidén dada

#Esta parte ya fue explicada en los scripts de derivadas
from sympy import Symbol

from sympy import Derivative, diff, simplify
x=Symbol('x")

d=(2*x**3-2kx**2+1)

derivada2=Derivative(d,x) .doit ()
print("d'(x)=",derivada2,"Primera derivada")

d' (x)= 6%x**2 - 4%x Primera derivada

[11]: """Pgso # 2. Obtenemos el o los puntos criticos de la primera derivada"""



import numpy as np #es necesario usar la libreria numpy para poder utilzar lay
— funcion de roots "raices"”

coef=[6,-4,0]#Se escriben los coeficiente de las raices con sus sSignos, aqui el
—alumno solo cambia los coeficeintes

pc=np.roots(coef) #Se procede a sacar las raices de la variable en donde se,
—guardarén los coeficientes

print ("E1 Punto critico se encuentra en", pc)#Se imprimen las raices

#Tomar el cuenta que st las rTeices no son reales, detener el proceso ya que de,
—ser asi,no se va a poder determinar un maxrimo o0 uUn MINTMo

El Punto critico se encuentra en [0.66666667 O. ]

[12]: """Paso # 3.0btenemos el criterio de la segunda derivada"""
segf=Derivative(d,x,x) .doit ) #Utilizamos la misma funcidn para sacar la primera
—derivada, escribiendo la variable a derivar una segunda vez
print("d'' (x)=",segf ,"Segunda derivada")#Imprimimos la derivada

d''(x)= 4%(3*x - 1) Segunda derivada

[14]: | """Paso # 4. Comociendo la reglas para determinar los puntos maximos o minimos
—~de la funcion, procedemos a wvertificar con
los puntos criticos obtenidos en la segunda derivada"""
def funcion(x): #definimos una funcién que contiene la varoiable independiente
f=(4*(3*x-1)) #Escribimos la segunda derivada
return (f) #retornamos a esa funcion
s=funcion(m) #Se sustituye el punto critico #1 o #2 o #n en la segunda
—derivada, aqui es el orden en que el alumno desee sut.
m=0 #ponemos una ariable guardando ese punto critico

#Condiciones para determinar si existe un maximo o un minimo en la funcioéon cony
—el punto critico
if s<0: #Se pome la condicion de "si" la sustitucidén de ese punto critico en lay
—2 derivada es menor a 0
print("La funcidén tiene un maximo en el punto critico pc=",m) #Imprimimosy
—que la funcidén tiene un maxzimo en ese punto crit.
elif s>0:# "S%" la sut. de ese punto critico en la 2 derivada es mayor a O
print("La funcién tiene un minimo en el punto critico pc="m)#Imprimimosy
—que la funcidén tiene un minimo en ese punto crit.
else: #Si no se cumple ninguna de las dos condiciones anteriores, quiere decirty
—que el resultado de sut, es 0
print("La funcién tiene un punto de inflexidén en el punto criticoy
—pc=",m) #Imprimimos que eziste un punto de inflexidn
#Para los demds puntos criticos realizamos los mismos pasos.
g=funcion(n)
n=0.67
if g<0:
print("La funcidén tiene un maximo en el punto critico pc=",n)



elif g>0:
print("La funcidén tiene un minimo en el punto critico pc=",n)

else:
print("La funcidén tiene un punto de inflexidén en el punto critico pc=",n)

La funcidén tiene un méaximo en el punto critico pc= 0
La funcién tiene un minimo en el punto critico pc= 0.67

[16]: """Paso #5. Una vez sabiendo si hay mdzimos o minimos, procedemos a obtenery
—es0s maximos Yy minimos sust. los puntos criticos
en la funcion ortginal”""

def s2(x): #definimos una funcidon nuevamente con la funcidn original para poder,
—sustituir los puntos criticos
£2=(2*xx**3-2*%x*x*2+1) #Funcion original
return (£2)
s3=s82(0) #punto critico
print ("E1 madximo se encuentra en d=",[m,s3]) #Aqui por supuesto el alumno leg,
—cambia dependiendo de si existe un maxrimo 0 uUN MINiMo

s4=s2(0.67)
print("El minimo se encuentra en d=", [n,s4])#De igual manera para el siguiente
—punto critico

print ("FELICIDADES, HAS ENCONTRADO EL RESULTADO CORRECTO SI TODO LO ESCRIBISTE,,
—CORRECTO")

El madximo se encuentra en d= [0, 1]
El minimo se encuentra en d= [0.67, 0.703726]
FELICIDADES, HAS ENCONTRADO EL RESULTADO CORRECTO SI TODO LO ESCRIBISTE CORRECTO

[ 1:



Optimizacion de funciones de una variable #2 Ejemplo

August 13, 2021

[1]: """Ejemplo #2. h(z)=2z 3-4xz 2-3"""
import numpy as np
from numpy.polynomial import Polynomial as P
def h(x):
return (2*x**3-4*x**x2-3)
Jmatplotlib inline
import matplotlib.pyplot as plt

def move_spines():
"""Esta funcion divide pone al eje y en el walor
0 de = para dividir claramente los valores positivos y

negativos. """
fix, ax = plt.subplots()
for spine in ["left", "bottom"]:

ax.spines[spine] .set_position("zero")

for spine in ["right", "top"]:
ax.spines[spine] .set_color("none")

return ax

x = np.linspace(-2, 2, num=30)

ax = move_spines()

ax.grid()

ax.plot(x, h(x))

plt.title(r"Grafico de $h(x)={2x"3-4x"2-3}$")
plt.ylabel('h(x)")

plt.xlabel('x"')

plt.show()
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[2]: """Pgso # 1.Se obtiene la derivada de la funcion"""
from sympy import Symbol
from sympy import Derivative, diff, simplify

x=Symbol('x")
h=(2*x**3-4xx**2-3)
derivada3=Derivative(h,x) .doit ()
print("h'(x)=",derivada3,"Primera derivada")

h'(x)= 6*x**2 - 8%x Primera derivada

[3]: """Pgso # 2. Obtenemos el o los puntos criticos de la primera derivada"""
import numpy as np

coef2=[6,-8,0]

pc2=np.roots (coef2)

print("El Punto critico se encuentra en", pc2)

El Punto critico se encuentra en [1.33333333 O. ]

[4]: """Paso # 3.0btenemos el criterio de la segunda derivada""
h2=Derivative(h,x,x) .doit ()
print("h''(x)=",h2 ,"Segunda derivada")

h''(x)= 4*%(3*x - 2) Segunda derivada

"""Paso # 4. Conociendo la reglas para determinar los puntos maxrimos 0 MEINTIMOS,

[1]:

—~de la funcion, procedemos a wvertificar con
los puntos criticos obtenidos en la segunda derivada"""



def funcion2(x):
h3=(4*(3*x-1))
return (h3)

h5=0

h4=funcion2(h5)

if h4<0:
print("La funcidén tiene un maximo en el punto critico pc=",h5)
elif h4>0:
print("La funcién tiene un minimo en el punto critico pc=",h5)
else:
print("La funcidén tiene un punto de inflexién en el punto critico pc=",hb)

h7=1.33
h6=funcion2(h7)

if h6<0:

print("La funcién tiene un maximo en el punto critico pc=",h7)
elif h6>0:

print("La funcidén tiene un minimo en el punto critico pc=",h7)

else:
print("La funcidén tiene un punto de inflexidén en el punto critico pc=",h7)

La funcidén tiene un méximo en el punto critico pc= 0
La funcidén tiene un minimo en el punto critico pc= 1.33

"""Paso #5. Una vez sabiendo st hay mdxzimos o minimos, procedemos a obtener
—es0S8 maximos Yy minimos sust. los puntos criticos
en la funcion ortginal”""

def i(x):

12=(2%x**3-4*x**2-3)

return (i2)
13=1(0)
print ("E1 médximo se encuentra en d=",[h5,i3])

i4=1(1.33)

print("El minimo se encuentra en d=", [h7,i4])

El méximo se encuentra en d= [0, -3]
El minimo se encuentra en d= [1.33, -5.3703259999999995]



Optimizacion de funciones de una variable #3 ejemplo

August 13, 2021

[1] ”””Ejemplo #3. d($)=$‘4+2m‘3_2$‘2+4unn

import numpy as np
from numpy.polynomial import Polynomial as P
def d(x):

return (x**4+2%x**x3-2xx**2+4)
Jmatplotlib inline
import matplotlib.pyplot as plt

def move_spines():
"""Esta funcion divide pone al eje y en el walor
0 de = para dividir claramente los valores positivos y

negativos. """
fix, ax = plt.subplots()
for spine in ["left", "bottom"]:

ax.spines[spine] .set_position("zero")

for spine in ["right", "top"]:
ax.spines[spine] .set_color("none")

return ax

x = np.linspace(-5, 5, num=30)

ax = move_spines()

ax.grid()

ax.plot(x, d(x))

plt.title(r"Grafico de $d(x)={x"4+2x"3-2x"2+4}$")
plt.ylabel('d(x)")

plt.xlabel('x"')

plt.show()
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[2]: """Pgso # 1.Se obtiene la derivada de la funcion
from sympy import Symbol
from sympy import Derivative, diff, simplify
x=Symbol('x")
d=(x**k4+2kx*k*3-2kx**2+4)
derivada2=Derivative(d,x) .doit ()
print("d'(x)=",derivada2,"Primera derivada")

d' (x)= 4*x**3 + 6xx**2 - 4%xx Primera derivada

nnn

[3]: """Pgso # 2. Obtenemos el o los puntos criticos de la primera derivada
import numpy as np
coef=[4,6,-4,0]
pc=np.roots(coef)
print ("E1l Punto critico se encuentra en", pc)

El Punto critico se encuentra en [-2. 0.5 0. ]

[4]: """Pagso # 3.0btenemos el criterio de la segunda derivada'""
segf=Derivative(d,x,x).doit()
print("d''(x)=",segf ,"Segunda derivada")

d''(x)= 4*(3*x**2 + 3*x - 1) Segunda derivada



[1]1: | """Paso # 4. Comociendo la reglas para determinar los puntos mdzrimos o minimosy
—de la funcion, procedemos a wvertificar con

los puntos criticos obtenidos en la segunda derivada"""

def funcion(x):
f=(4%(3*x**2 + 3xx - 1))
return (f)

m=-2

s=funcion (m)

if s<0:

print("La funcién tiene un méximo en el punto critico pc=",m)
elif s>0:

print("La funcidén tiene un minimo en el punto critico pc=",m)
else:

print("La funcién tiene un punto de inflexidén en el punto critico pc=",m)

n=0.5
g=funcion(n)

if g<0:

print("La funcidén tiene un maximo en el punto critico pc=",n)
elif g>0:

print("La funcidén tiene un minimo en el punto critico pc=",n)

else:

print("La funcién tiene un punto de inflexidén en el punto critico pc=",n)
i=0
h=funcion(i)

if h<O0:

print("La funcién tiene un maximo en el punto critico pc=",i)
elif h>O0:

print("La funcidén tiene un minimo en el punto critico pc=",i)

else:
print("La funcidén tiene un punto de inflexidén en el punto critico pc=",i)

La funcidén tiene un minimo en el punto critico pc= -2
La funcidén tiene un minimo en el punto critico pc= 0.5
La funcién tiene un maximo en el punto critico pc= 0

[6]1: """Paso #5. Una vez sabiendo st hay mdzimos o minimos, procedemos a obtener,
—es0s maximos Yy minimos sust. los puntos criticos
en la funcion ortginal”""
def s2(x):
£2=(Xxk4+2kx*k*3-2%X**2+4 )
return (£2)



83=52(-2)
print ("El minimo se encuentra en d=", [m,s3])

s4=52(0)
print ("E1 médximo se encuentra en d=",[i,s4])

s5=82(0.5)
print ("El minimo se encuentra en d=", [n,s5])

El minimo se encuentra en d= [-2, -4]
El méximo se encuentra en d= [0, 4]
El minimo se encuentra en d= [0.5, 3.8125]

[]:



Optimizacion de funciones de una variable #4 Ejemplo

August 13, 2021

[1]: """Ejemplo #4. d(x)=x 3+5"""
import numpy as np
from numpy.polynomial import Polynomial as P
def d(x):
return (x*#*3+5)
Jmatplotlib inline
import matplotlib.pyplot as plt

def move_spines():
"""Esta funcion divide pone al eje y en el walor
0 de = para dividir claramente los valores positivos y

negativos. """
fix, ax = plt.subplots()
for spine in ["left", "bottom"]:

ax.spines[spine] .set_position("zero")

for spine in ["right", "top"]:
ax.spines[spine] .set_color("none")

return ax

x = np.linspace(-5, 5, num=30)

ax = move_spines()

ax.grid()

ax.plot(x, d(x))

plt.title(r"Grafico de $d(x)={x"3+5}$")
plt.ylabel('d(x)")

plt.xlabel('x"')

plt.show()
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"""Pagso # 1.Se obtiene la derivada de la funciodn

[2]:
from sympy import Symbol
from sympy import Derivative, diff, simplify
x=Symbol('x")
d=(x**3+5)
derivada2=Derivative(d,x) .doit ()
print("d' (x)=",derivada?2,"Primera derivada")
d' (x)= 3*x**2 Primera derivada
[3]: """Pgso # 2. Obtenemos el o los puntos criticos de la primera derivada"""
import numpy as np
coef=[3,0]
pc=np.roots(coef)
print ("E1l Punto critico se encuentra en", pc)
El Punto critico se encuentra en [0.]
[4]: """Paso # 3.0btenemos el criterio de la segunda derivada""
segf=Derivative(d,x,x).doit()
print("d''(x)=",segf ,"Segunda derivada")
d''(x)= 6*x Segunda derivada
[6]: """Pgso # 4. Conociendo la reglas para determinar los puntos mdzimos o minimos,

—~de la funcion, procedemos a wvertificar con
los puntos criticos obtenidos en la segunda derivada"""



def funcion(x):
f=(6*x)
return (f)

m=0

s=funcion(m)

if s<0:

print("La funcién tiene un miximo en el punto critico pc=",m)
elif s>0:

print("La funcién tiene un minimo")
else:

print("La funcién tiene un punto de inflexidén en el punto critico pc=",m)
La funcidén tiene un punto de inflexidén en el punto critico pc= 0

[7]: """Pgso #5. Una vez sabiendo st hay mdzimos o minimos, procedemos a obtener,
—es0s maxrimos y minimos sust. los puntos criticos
en la funcidén original”""
def s2(x):
£2=(x**3+5)
return (£2)
s3=s52(0)
print ("E1 punto de inflexién se encuntra en d=",[m,s3])

El punto de inflexidén se encuntra en d= [0, 5]

[]:



[12]:

Ejemplo# 5 de aplicacion optimizacion de una funcion de una
variable

August 13, 2021

"""Ejemplo 5. Ejemplo de aplicacion.

En un articulo publicado en una revista de sociologia se plantea que, st se;
—tnictara un programa especifico a la salud

para personas de edad , entonces 't' afilos después de su inicio, recibirian
—benficios directos 'm' millares de ancianos

en donde:

n(t)=t "3/3-6t 2+32 t para 0<=t<=12

¢Para qué wvalor de 't' recibe beneficios el numero maxrimo de personas"""

import numpy as np
from numpy.polynomial import Polynomial as P
def n(t):

return ((1/3)*t**3-6%t**x2+32%t)
Jmatplotlib inline
import matplotlib.pyplot as plt

def move_spines():
"""Esta function divide pone al eje y en el walor
0 de t para dividir claramente los wvalores positivos y
negativos. """

fix, at = plt.subplots()

for spine in ["left", "bottom"]:

at.spines[spine].set_position("zero")

for spine in ["right", "top"]:
at.spines[spine] .set_color("none")

return at

t = np.linspace(0, 10, num=30)

at = move_spines()

at.grid()

at.plot(t, n(t),"r"

plt.title(r"Grafico de $n(t)={1/3t"3-6t"2+32t}$")
plt.ylabel('n(t)')

plt.xlabel('t"')



plt.show()
print("La grafica nos representa la cantidad de personas que reciben beneficios
n' es en cantidad de personas y 't' eny

—en un determinado tiempo,por lo que

—afios ")

Grafico de n(t) = /3% — 62 + 32¢

o2

La grafica nos representa la cantidad de personas que reciben beneficios en un
determinado tiempo,por lo que 'n' es en cantidad de personas y 't' en afios

[4]: """Pgso # 1.Se obtiene la derivada de la funcion"""
from sympy import Symbol
from sympy import Derivative, diff, simplify
t=Symbol('t")
n=((1/3) *t**3-6*t**2+32xt)
derivada2=Derivative(n,t) .doit ()
print("n'(t)=",derivada2,"Primera derivada")

n'(t)= 1.0%t**2 - 12%t + 32 Primera derivada

[8]: """Pgso # 2. Obtenemos el o los puntos criticos de la primera derivada"""
import numpy as np
coef=[1,-12,32]
pc=np.roots(coef)
print ("E1 Punto critico se encuentra en", pc,"afios"

El Punto critico se encuentra en [8. 4.] afios



[6]: """Paso # 3.0btenemos el criterio de la segunda derivada""
segf=Derivative(n,t,t).doit()
print("n''(t)=",segf ,"Segunda derivada")

n''(t)= 2.0%t - 12 Segunda derivada

[9]: | """Pgso # 4. Conociendo la reglas para determinar los puntos mdzimos o minimos,
—~de la funcion, procedemos a wvertificar con

los puntos criticos obtenidos en la segunda derivada"""

def funcion(t):
£=(2.0%t - 12 )
return (f)

m=38

s=funcion(m)

if s<0:

print("La funcidén tiene un méximo en el punto critico pc=",m,"afios")
elif s>0:

print("La funcién tiene un minimo en el punto critico pc=",m,"aflos")
else:

print("La funcidén tiene un punto de inflexién en el punto criticoy

—pc=",m, "afios")

n=4
g=funcion(n)

if g<0:

print("La funcidén tiene un maximo en el punto critico pc=",n,"afios")
elif g>0:

print("La funcidén tiene un minimo en el punto critico pc=",n,"afios")

else:
print("La funcidén tiene un punto de inflexidén en el punto critico
—pc=",n,"afios")

La funcidén tiene un minimo en el punto critico pc= 8 afios
La funcidén tiene un méximo en el punto critico pc= 4 afios

[22]: """Paso #5. Hata este punto, ya sabemos cudl es el mdzimo, por lo que solo hay,
—que sustituir ese punto
critico en la funcidon original para saber que cantidad de personas reciben
—ese beneficio"""
def s2(t):
n2=((1/3) *t**3-6xt**2+32%t)
return (n2)
n=4
s3=round(s2(4)) #redondeamos con round debido a que son personas, entonces eny
—cantidades que sabemos que deben ser enteras hacemos redondeo



[1:

[1:

print("Para t=",n,"afios","El nimero méximo de personas que recibe beneficios es
—n=",s3, "personas")

Para t= 4 afios El nimero maximo de personas que recibe beneficios es n= 53
personas



EJEMPLO 6.
APLICACION OPTIMIZACION FUN UNA VARIABLE

August 15, 2021

[8]: """Ejemplo #6. La funcién de Utilidades de un monopolista es:
P(q)=396q-2.2q "2-400
Obtenga la produccién que mdzimiza las utilidades """
import numpy as np
from numpy.polynomial import Polynomial as P
def U(qQ):
return (396+%q-(2.2)*q**2-400)
%matplotlib inline
import matplotlib.pyplot as plt

def move_spines():
"""Esta funcion divide pone al eje y en el walor
0 de t para dividir claramente los walores positivos y

negativos. """
fix, aq = plt.subplots()
for spine in ["left", "bottom"]:

aq.spines[spine] .set_position("zero"

for spine in ["right", "top"]:
aq.spines[spine] .set_color("none")

return aq

q = np.linspace(0, 210, num=30)

aq = move_spines()

aq.grid()

aq.plot(q, U(q),"r")

plt.title(r"Grafico de $U(q)={3969-2.2972-400}$")
plt.ylabel('U(q) ')

plt.xlabel('q')

plt.show()
print("La grafica nos representa la utilidad 'U' respecto a la produccién 'q',

—donde U esta dado en $§ y q en unidades de producto")
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La grafica nos representa la utilidad 'U' respecto a la produccién 'q', donde U
esta dado en $ y q en unidades de producto

[11]: """Paso # 1.Se obtiene la derivada de la funcion"""
from sympy import Symbol
from sympy import Derivative, diff, simplify
gq=Symbol('q")
U=(396%*q-(2.2)*q**2-400)
derivada2=Derivative(U,q) .doit ()
print ("P'(q)=",derivada2,"Primera derivada")

P'(q)= 396 - 4.4*q Primera derivada

[13]: """Pgso # 2. Obtenemos el o los puntos criticos de la primera derivada"""
import numpy as np
coef=[-4.4,396]
pc=np.roots(coef)
print ("E1 Punto critico se encuentra en", pc,"productos")

El Punto critico se encuentra en [90.] productos

[14]: """Pagso # 3.0btenemos el criterio de la segunda derivada”""
segf=Derivative(U,q,q) .doit ()
print("U''(q)=",segf ,"Segunda derivada")

U''(g)= -4.40000000000000 Segunda derivada



[16]: """Paso # 4. Conociendo la reglas para determinar los puntos mdzimos o minimos,
—~de la funcidén, procedemos a wverificar con

los puntos criticos obtenidos en la segunda derivada"""

def funcion(t):
£=(-4.40000000000000)
return (f)

m=90

s=funcion (m)

if s<0:

print("La funcién tiene un méximo en el punto critico pc=",m,"Productos")
elif s>0:

print("La funcién tiene un minimo en el punto critico pc=",m,"Productos")
else:

print("La funcién tiene un punto de inflexidén en el punto criticoy
—pc=",m, "Productos")

La funcidén tiene un méximo en el punto critico pc= 90 Productos

[16]: | """Paso #5. Hata este punto, ya sabemos cudl es el mdximo, por lo que solo hay,
—que sustituir ese punto

critico en la funcion original para saber que cantidad de personas rTeciben
—~ese beneficio"""

def s2(q):
u2=(396*qg-(2.2) *q**2-400)
return (u2)
m=90
s3=round(s2(m) ) #redondeamos con round debido a que son personas, entonces en,
—cantidades que sabemos que deben ser enteras hacemos redondeo
print("Para g=",m,"productos(produccién)","La Produccidén maxima,
—U=",83,"unidades monetarias")

Para gq= 90 productos(produccién) La Produccidén maxima U= 17420 unidades
monetarias

[]:



Capitulo 6

Algebra lineal

El algebra lineal es una rama de las matemaéticas que tiene diver-
sas aplicaciones en la economia. El estudio riguroso del algebra
lineal es de suma importancia para la economia. A pesar de que
en economia los modelos no siempre relacionan las variables de
forma lineal, un modelo lineal puede ser una buena aproximacion
para estudiar ciertos fenémenos econdémicos. Toda funcion “suave”
(continua y diferenciable) de una variable es, para un cambio pe-
queno de la variable independiente, cercana a una funcion lineal.

El estudio de funciones lineales y sus sistemas constituye el
objeto del algebra lineal. El objetivo del algebra lineal es el de re-
solver un sistema de ecuaciones lineales. Un sistema de ecuaciones
lineales es completamente descrito por el conjunto de coeficientes.
El conjunto de coeficientes de un sistema de ecuaciones lineales
esta dado por un arreglo rectangular llamado matriz.

Empecemos por estudiar qué es una ecuacion y después estudia-
remos un sistema de ecuaciones lineales. Una ecuacion es una pro-
posicion que indica que dos expresiones son iguales. Las dos expre-
siones que forman una ecuaciéon se denominan lados o miembros
y estan separadas por el signo de igualdad =. En una ecuaciéon
uno encuentra: variables o incognitas, constantes, y coeficientes
de las variables. Resolver una ecuacion significa encontrar todos
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166 Algebra lineal

los valores de sus variables para los cuales la ecuacion es verdade-
ra. Estos valores se denominan soluciones de la ecuacion y se dice
que satisfacen la ecuacion.

Una ecuacion lineal en la variable x es una ecuacion que puede
escribirse en la forma: ax + b = 0 donde a y b son constantes
y a # 0. Una ecuacion lineal se conoce como una ecuacion de
primer grado o una ecuacién de grado uno, puesto que la potencia
de mayor grado de la variable es la primera. Para resolver una
ecuacion lineal se realizan operaciones sobre ella hasta obtener una
ecuacion equivalente cuyas soluciones sean obvias. Esto significa
hallar una ecuacion en la que la variable quede aislada en un lado
de la ecuacion ("despejar la variable").

Sea el conjunto de los n tuples a = (ag,as,...,a,) de nimeros
reales denotado por R, para n = 1 tenemos la linea real R. Por
ejemplo, suponer que el precio de dos coches, a y b, es igual a la
suma de sus precios: p(ab) = p, + ap; la adicion es una operacion
lineal. Sin embargo, p(ab) = p? + p? no es una relacion lineal.
Una ecuacion que relaciona una variable independiente x a una
variable dependiente y de la forma y = kx + b, donde k,b son
constantes, representa a una funcién lineal.

Propiedades de la linea recta

= La pendiente m de una recta que pasa por los puntos (z1, 1)

A . _ Yoy _ Ay
y T, ys esta dada por: m = T = R, ST % 9.

m Sixg—x1 =07y ys # y; = larecta es vertical y se dice que
la pendiente es indefinida.

= Cualquier recta, a excepcion de aquella que tiene una pen-
diente indefinida, se puede describir con su ecuaciéon en la
forma pendiente-ordenada al origen y = max + b, donde m es
la pendiente de la recta y b es la ordenada al origen.

= Dos rectas distintas son paralelas si, y solo si, tienen la misma



6.1. SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES CON DOS INCOGNITAS

pendiente.

= Sila ecuacion de la recta se escribe en la forma ax + by = ¢,
para b # 0, entonces se puede calcular la pendiente m como
m = —a/b.

= Simy es la pendiente de la recta Ly, ms es la pendiente de la

recta Lo, paramy # 0y Ly, Lo son perpendiculares, entonces
-1

meo — pt

= Las rectas paralelas al eje x tienen pendiente cero.

= Las rectas paralelas al eje y tienen pendiente indefinida.

6.1. Sistema de ecuaciones lineales con dos in-
cognitas

Considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales 2 x 2:

a1 + apy = b
a1 + azny = by

donde ai1, a9, asy, ase, by, by son nimeros dados.
Cada una de estas ecuaciones corresponde a una linea recta.

Cualquier par de nimeros reales (z,y) € R que satisface el sis-
tema se denomina solucién. Para encontrar la soluciéon existen
diferentes métodos. Antes de ver estos métodos, se repasaran al-
gunas propiedades del algebra elemental:

ASia=byc=d=a+c=b+d

B Si a = by c es cualquier niimero real, entonces ca = cb
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168 Algebra lineal

La propiedad A establece que si se suman dos ecuaciones se ob-
tiene una tercera ecuacioén correcta. La propiedad B establece
que si se multiplican ambos lados de una ecuaciéon por una cons-
tante se obtiene una segunda ecuacion valida.

Un conjunto de dos ecuaciones con dos incognitas que describe
matematicamente una situacion se llama sistema de dos ecuacio-
nes lineales en dos variables. El problema consiste en encontrar
valores de cada incognita para los cuales ambas ecuaciones sean
verdaderas de manera simultanea. Estos valores seran las solucio-
nes del sistema.

Entonces, el problema consiste en encontrar valores de x y y para
los cuales ambas ecuaciones sean verdaderas de manera simulta-
nea. Estos valores seran las soluciones del sistema.

Un sistema de ecuaciones puede tener:
= Una solucion tnica
= Multiples o infinitas soluciones
= Ninguna solucion

Cuando estamos resolviendo un sistema de ecuaciones lineales den-
tro de un contexto econémico y encontramos que existen infinitas
soluciones, podemos reducir el ntmero de soluciones a uno de-
finido si utilizamos las propiedades y supuestos de los sistemas
econdémicos. Por ejemplo, no podemos encontrar que la soluciéon
al equilibrio de mercado consiste en precios o cantidades negativas.
Asi que, sabemos que para estas variables las soluciones negativas
quedan excluidas y nos enfocamos en las soluciones que tienen
precios o cantidades mayores o iguales a cero. Otra condicion es
cuando se pide que la solucién consista en cantidades positivas
para todas las variables.
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6.2. Métodos de solucidon

Existen por lo menos los siguientes tres métodos de solucion, ge-
neralmente utilizados para encontrar la soluciéon de un sistema de
ecuaciones lineales de dos variables.

» Eliminacion por adicion
» [gualdad

= Sustitucion

6.2.1. Eliminacién por adicién

Los pasos a seguir para el método de eliminacion por adicion son:
= Se escoge la variable a eliminar

= Se senalan las operaciones a realizar para obtener las ecua-
ciones equivalentes que permitan eliminar la variable.

= Se realizan las operaciones paso a paso.
Dado un sistema de ecuaciones:
= Escogemos eliminar la variable x.

= Para eliminar la variable x realizamos operaciones en el sis-
tema de tal modo que los coeficientes de esta variable sean
de igual magnitud pero signo contrario para que al sumar las
ecuaciones se elimine.

= Entonces, tenemos que multiplicar las ecuaciones por un nu-
mero de tal forma que sean iguales.

» jCuidado! Al multiplicar la ecuaciéon por un nimero, modifi-
camos los coeficientes de todas las variables, tanto de x como
de .
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6.2.2. Meétodo de igualdad

Para aplicar el método de igualdad:
= Escogemos una variable del sistema.
= Despejamos la misma variable en cada ecuaciéon del sistema.

= [gualamos las expresiones obtenidas al despejar. Por ejemplo,
si escogimos la variable x, entonces la despejamos de cada
ecuacion y después igualamos r = x.

6.2.3. Método de sustitucion

Escogemos una variable del sistema.

Despejamos la variable escogida de una ecuacion.

Sustituimos en la otra ecuacion y resolvemos para la variable.

Encontramos el valor de la variable que despejamos inicial-

mente y que sustituimos.

6.2.4. Representacion grafica

= Graficamente, las coordenadas de cualquier punto sobre la
linea recta satisface la ecuacion de esa linea, hacen a la ecua-
cion verdadera.

= Por lo tanto, las coordenadas de cualquier punto de inter-
seccion de las dos rectas de las dos ecuaciones del sistema
satisfacen ambas ecuaciones.

» Esto significa que un punto de interseccion proporciona una
solucion del sistema.

Si se dibujan las rectas de las ecuaciones en el mismo plano, podran
ocurrir una de las siguientes tres situaciones:
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= Las dos rectas pueden intersecarse en un punto tnico, y el
sistema tiene una solucién tnica.

= Las rectas pueden ser paralelas y no tener puntos en comun,
por lo que no existe solucion.

= Las dos rectas pueden ser la misma recta, asi que las coor-
denadas de cualquier punto sobre la recta constituye una so-
lucion del sistema. Por lo tanto, existe un ntimero infinito
de soluciones.

6.2.5. Ejemplos en economia

Algunos ejemplos aplicados incluyen:
» Equilibrio de mercado
= Problema de la politica macroeconémica
= Modelo Insumo-Producto
» Portafolios de inversiones
Equilibrio de mercado:

Considerar un mercado con un bien y asumir que la cantidad
demandada g, es una funcién decreciente del precio p del bien:
qq = a — bp donde a,b > 0

» Asumir también que la cantidad de oferta g4 del bien es una
funcion creciente y lineal del precio del bien:

s = —C+ dp
= Considerar la siguiente definicion:

Definicién 1. Equilibrio es un estado del sistema en el cual
no hay tendencia al cambio.
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= Definir exceso de demanda como la diferencia entre demanda
y oferta. Un mercado se dice en equilibrio en el precio p si el
exceso de demanda del bien es cero:

E(p)=q¢i—qs=0

= Entonces el precio de equilibrio puede encontrarse al resolver
simultaneamente las dos ecuaciones:

@(p) =qg=a—"bp
qs(p) =q=—c+dp

= Una solucién tnica al equilibrio del mercado existe para cier-
tos valores de los parametros a, b, ¢, d

= Eistos valores tienen que asegurar cantidades positivas: ¢ > 0

= Encontramos el valor p* de equilibrio que satisface ambas
ecuaciones del sistema simultaneamte.

= Después encontramos la cantidad de equilibrio correspon-
diente.

= En este sistema las dos variables son el precio y la cantidad

Otro ejemplo es El problema de la politica macroeconémica de
la teoria de la politica econémica del marco de Tinbergen. Este
marco consiste en tres ingredientes béasicos:

1. Un conjunto de instrumentos que son controlados por el ha-
cedor de politica.

2. Un conjunto de metas que consideran la contribucién al bie-
nestar de la sociedad y no son controlados por el hacedor de
politica.

3. Un modelo cuantitativo que describa las relaciones entre las
metas, los instrumentos y otras variables endogenas y exoge-
nas.
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Las relaciones descritas en el modelo son lineales:

(Y=C+IT+G+X - M
C=cY;,0<ec<1

Y=Y T
T=tY,0<t<1
G=T+D

k]\4:mY,0<m<1

donde Y es el PIB, C' es el consumo, [ es la inversion, G es el gasto
del gobierno, X son las exportaciones, M son las importaciones,
c es la propension marginal al consumo, 7" son los impuestos re-
caudados por el gobierno, t es la tasa de impuesto, D es el déficit
del gobierno y m la propension marginal a las importaciones.

» Cada ecuacion del modelo describe el comportamiento de una
variable del modelo.

= Hay tres variables ex6genas I, X y D.

= D puede ser controlada por el hacedor de politica (fiscal) asi
que es un instrumento de politica.

» El teorema de Tinbergen dicta que el nimero de metas tiene
que ser igual al niimero de instrumentos.

= Como hay un solo instrumento, puede haber una sola meta,
en este caso la meta puede ser el nivel de Y, el PIB.

Un sistema de ecuaciones lineales es inconsistente si no tiene
solucion (también conocidos como sistemas incompatibles). Un
sistema de ecuaciones lineales es consistente si tiene al menos
una solucién (también llamados sistemas compatibles). Los sis-
temas consistentes o compatibles pueden ser determinados (una
sola solucion) o indeterminados (més de una solucion).
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Sistema de n ecuaciones lineales con n incégnitas

(1121 + a19%s + . .. + anx, = by
a9 T1 + ageTs + ...+ aspx, = by
{ as1x1 + agexo + ... + as,x, = b3 (62)

L an1T1 + an2T2 + ...+ Ay, = by
Este sistema n xn se caracteriza por arreglos rectangulares: arreglo
de coeficientes, arreglo de variables y arreglo de constantes.

Arreglo rectangular de coeficientes:

ai; aiz2 ... QAip

g1 Q22 ... Q2
A= 7 .

anp1 Ap2 ... Qpp

Arreglo de variables:

o
x
X=|"
Ln
o
b
Arreglo de constantes: B = | |
by

Cada arreglo rectangular se llama matriz. Se encierra entre
corchetes o paréntesis. En su representacion se usan las letras ma-
yusculas. Puede haber arreglos de un rengléon o una columna lla-
mados vectores.
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6.3. Vectores

Un tuple de n objetos ordenados es llamado un vector: y =

(y17 Y2, - - 7yn)
= Dado un vector y = (y1,%2,--.,Yn), los elementos y; para
1 =1,...,n se llaman componentes del vector.

El nimero n de componentes es llamado la dimension del
vector y.

Dos vectores son iguales si x; = y; Vi =1,2,...,n

6.3.1. Operaciones con vectores:

= Adicion de dos n-vectores: x+y = (x14+y1, T2+ Yo, - .., Ty +
yn)

= Resta de dos n-vectores: x—y = (21—y1, To—Y2, - - -, Tnn—Yn)
= Multiplicaciéon de un vector por un numero real A\: \y =
(Ay1, Ay, -« oy AYn)

Propiedades algebraicas de vectores:
1. Conmutativa: X +y =y +x

Asociativa: (x+y)+z=x+ (y+2)

x+0=x

X+-x=0

Ix=x

Apz) = Ap(z)

A+ p)x = XX + px

e B

Ax+y)=Ax+ Ay
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Producto de dos vectores:

Para dos vectores cualesquiera x = (1, ..., 2,) Y = (Y1, -+, Yn)
el producto interno de x y y denotado por (x,y) y es definido por:

(X,¥) =211 + Tayp + .. Tl = Zazzyz (6.3)
i=1

El producto interno de dos vectores x y y es un nimero real y
tiene las siguientes propiedades:

» Simmetria o conmutatividad: (x,y) = (y,x).

» Asortatividad con respecto a la multiplicacion por un escalar:
(Ax,y) = Ay, x)VA € R,

» Distributividad: (x1 + X2,y) = (Xx1,y) + (X2,¥).
= No negatividad: (x,x) >0y (x,x) =0iff z = 0.

6.4. Matrices

Una matriz es un arreglo rectangular de niimeros reales:

aip a2 ... QAip
ag1 A9 ... Q9y
ap1 Ap2 ... App

= Denotamos a las matrices con letras maytsculas.

» El elemento genérico de una matriz A es denotado por a;;, 7 =
1,...,m;5 =1,...,n donde ¢ es el nimero del rengléon y j
es el nimero de la columna.

» La matriz es denotada de forma rapida por A = [a;;]mxn-



6.4. MATRICES
» Esta matriz con m renglones y n columnas tiene dimensiéon
m X n.
= Si la matriz es cuadrada entonces m = n.

= Denotamos por 0 a la matriz nula que contiene solo ceros en
todas sus entradas.

» Denotamos por I = [, a la matriz identidad cuyos ele-
mentos son g = 1y ipy = O para k £ m, k =1,...,n
ym = 1,...,n = tiene unos en la diagonal y ceros en los
demés lugares.

= Se dice que una matriz A = [a;;]mxn €8 no negativa si a;; > 0
Vi=1,....m;5=1,...,.n=A>0.

= De forma analoga, una matriz positiva es A > 0

6.4.1. Operaciones en matrices

Suma de matrices

Sean A = [aj;]lmxn ¥ B = [bij|mxn dos matrices. La suma de estas
matrices esta definida como:

A+ B = [aij + bijlmxn (6.4)

La multiplicacion de una matriz por un escalar

Sean A = [a;j|mxn ¥ A € R. Entonces:

La multiplicacion de una matriz por un escalar es la multiplicacion
de cada uno de los elementos de la matriz por el escalar.

Propiedades de suma y multiplicacién por un escalar:

1. A+ B=B+A
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A+ p)A=XA+puA \peR
MA+B) =M +AB, \ueR

2. A+ (B+C)=(A+B)+C

3. A+ (—A) =0donde —A = (—1)A
4. A+0=A

5. 1A= A

6. A(pnA) = (M)A, A, peR
7.0A=0

8.

9.

Sean A = [a;j]mxn, entonces el multiplo escalar (—1)A se escribe
como —A y se denomina negativo de A:

(—HA=-A (6.6)
Sean A = [a;j]mxn ¥ B = [bij]lmxn dos matrices, entonces:

A-B=A+(-B) (6.7)

Multiplicaciéon de matrices

Sean A = [Gjj]mxn ¥ B = [bijlnxp dos matrices. Entonces la matriz
AB de orden m x p se define como:

n

AB = 1) agbjlm x p (6.8)
j=1
Un producto C' = AB de las matrices es una matriz C' = [¢;j],

donde ¢;; es igual al producto interno (A;, BY) del renglon 7, A;,
de la matriz A y la columna j, B/, de la matriz B considerados
como vectores de R".

Para realizar la multiplicaciéon entre dos matrices se tiene que
verificar que el numero de columnas de A es igual al ntmero de
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renglones de B. La matriz resultante tendra dimension m X p, es

decir, el numero de renglones de A y el nimero de columnas de
B.

El caso de 2 x 2:
A — [an &12] v B = [511 512]

ag1 Q22 ba1 Do

_|a11bin + ar2bar  ai1bia + ai2ba
AB =
az1b11 + agb21  a21012 + aba

Propiedades de la multiplicacién de matrices
1. «(AB) = ((eA)B) = A(aB)
2. A(BC) = (AB)C
3. A0=0
4. A(B+C)=AB+ AC
5. (A+ B)C = AC + BC
6. jPrecaucion! En general AB # BA
Transpuesta de una matriz

Sea A = [a;;lm x n. La matriz B = [b;jjn x m es llamada la
traspuesta de A y denotada por AT si b;; = aj; Vi€ {1,2,...,m}
vie{l,2,...,n}.

El operador de transposicion satisface las siguientes propiedades:

1. (AT =A
2. (A+B) = AT + BT
3. (aA)T = aAT

4. (AB)T = BT AT

Teorema: Para cada matriz A de orden n x n, la matriz AA” es
simeétrica.
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Ejemplos de vectores y matrices en economia:

= Vectores de demanda para una economia: demanda de con-
sumidores y demanda de industrias por bienes

s Vectores de costos

= Vectores gradientes: vector de derivadas parciales con respec-
to a cada una de las variables de una funcién

6.4.2. Determinantes

La funcion determinante es una funciéon que toma una matriz cua-
drada y calcula un ntiimero real:

f:A—detA=rparar eR
detA = | A

Métodos para el calculo de un determinante

Regla de Sarrus

Cofactores

Propiedades de los determinantes

Método de condensacion

Regla de Sarrus

Este método se emplea para calcular el determinante de segundo
y de tercer orden, es decir, se emplea tinicamente para matrices
de dimension 2 X 2y 3 x 3.

Matrices de dimensién 2 x 2:

Para calcular el valor de un determinante de segundo orden em-
pleando la regla de Sarrus, se efectiia el producto de los elementos
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de la diagonal principal y a este se resta el producto de los ele-
mentos de la diagonal secundaria.

a a
R = (a11a22) - (a21a12)

as1 a22

Para matrices de dimensién 3 x 3:

Para calcular el valor de un determinante de tercer orden emplean-
do la regla de Sarrus, se efecttia el producto de los elementos de
la diagonal principal y de las dos diagonales paralelas a
ella. Para obtener estas dos diagonales paralelas se utiliza el arti-
ficio de volver a escribir las dos primeras columnas a la derecha o
los dos primeros renglones abajo del tercero. A la suma de dichos
productos se restan los productos de los elementos de la diagonal
secundaria y de las dos paralelas a ella.

ajp ai2 ais
detA = 91 Q99 A93| —

azy asy ass
= (a11a22a33 + @12a23G31 + A13021032) — (@13a22a31 + a11G23a32 +
a12a21a33)

Propiedades de los determinantes

Podemos clasificar a las propiedades de los determinantes de acuer-
do a dos tipos:

1. Condiciones bajo las cuales se puede concluir que un determi-
nante es nulo mediante la inspeccion de las lineas de la matriz
(renglones y columnas), asi como los efectos producidos en
el determinante al efectuar transformaciones elementales con
las lineas de la matriz.

2. Propiedades del determinante en relacion con las operaciones
definidas para las matrices.
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Propiedades de los determinantes tipo I
Sea A = [a;;] una matriz de n x n:

1. Si los elementos de una linea de A (renglon o columna) son
todos nulos (todas las entradas son cero), entonces detA = 0

2. Si B se obtiene de A multiplicando los elementos de una de
sus lineas por un nimero A € R, entonces detB = A det A.

3. Si B se obtiene de A intercambiando dos lineas paralelas (dos
renglones o dos columnas), entonces detB = —det A.

4. Si dos lineas paralelas de A son proporcionales, entonces
detA =0

5. Si B se obtiene de A sumando a los elementos de una linea los
elementos de una linea paralela multiplicados por un niimero
A € R, entonces detB = detA

6. Si cualquier renglén o columna de A es un vector cero, en-
tonces detA = 0

7. Si el renglén 7 o columna 7 de A se multiplica por un escalar
¢, entonces detA se multiplica por c. Si se denota por B esta
nueva matriz, entonces |B| = ¢|A| = detB = ¢ - det A

8. El intercambio de cualesquiera dos renglones o columnas de
A tiene el efecto de multiplicar detA por (—1)

9. Si A tiene dos renglones o columnas iguales, entonces detA =
0

10. Si se suma un multiplo escalar de un rengléon o columna de
A a otro renglon o columna de A, entonces el determinante
no cambia.

Propiedades de los determinantes tipo II

Si A = [a;j] y B = [b;j] son dos matrices de n X n con elementos
en R entonces:
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det A = det AT

det (MA) = \"detA

det (AB) = (detA)(detB)
det AT = detA

det(AA) = N'det A
det(AB) = (detA)(detB)

SN AN e

Factorizacion LU para calcular el determinante de una matriz:
detA = det LU = detL - detU

Teorema. Si una matriz cuadrada A tiene la factorizacion LU,
entonces A = LU, donde L tiene unos en la diagonal. Entonces,
detA = detU = producto de los elementos de la diagonal de U

Cofactores

Para explicar y desarrollar el método de cofactores, es necesario
precisar el concepto de cofactor, y de menor de una matriz.

= El concepto de cofactor surge como el factor que multiplica
al elemento en el desarrollo del determinante.

= Dicho cofactor es igual al menor, o su negativo, segtin sea par
o impar la caracteristica del elemento.

» Bl menor de una entrada de la matriz, es el determinante
de la submatriz que se obtiene al eliminar el renglon y la
columna de esa entrada.

= Por ejemplo, el menor de la entrada aio es el determinante
de la submatriz que se obtiene al eliminar el primer renglon
y la segunda columna de la matriz original.

Sea A = [a;;] una matriz de n x n con elementos en R. Se llama
menor del elemento a;;, y se representa con M;;, al determinante
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de la matriz que se obtiene suprimiendo en A el rengléon i y la
columna j. Se llama cofactor del elemento a;; al producto: Cj; =

(1) M

Sea A = [a;;] una matriz de n x n con elementos en R y 7 es un
numero entero tal que 1 < r < n, entonces:

s detA =370 a,Crj =370 ani(=1) M,
u detA = Z?:l CLZ‘TCZ‘T = Z?:l air(—l)i”Mir

Determinantes por cofactores

= Se puede calcular el determinante de A expandiendo por co-
factores en cualquier rengléon de A.

» Ademas, se puede calcular el determinante de A expandiendo
por cofactores en cualquier columna de A.

Método de condensacion

= En ciertos casos especiales, puede evitarse el calculo de al-
gunos cofactores cuando los elementos correspondientes son
nulos.

» Podemos utilizar las propiedades de los determinantes para
hacer ceros las entradas de un renglon excepto una.

El método de condensacion se basa en esta idea.
= Elegir un renglon que tenga el mayor nimero de ceros posible.

= Elegir un elemento no nulo de dicho renglon (de preferencia
un 1 o -1) y aplicar reiteradamente las propiedaded de los
determinantes hasta reducir a cero todas las demas entradas
del renglon.

= Desarrollar por cofactores dicho renglon.

= Repetir los tres pasos anteriores hasta obtener un determi-
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nante de tercer orden (o de segundo) y obtener su valor me-
diante la regla de Sarrus.

6.4.3. Inversa de una matriz

La utilizacion de la inversa es otro método para resolver sistemas
de ecuaciones n X n por medio de resolver la ecuacién matricial

AX =B (6.9)

donde A es la matriz de coeficientes, X es el vector de incognitas y
B es el vector de constantes o términos independientes. AX = B
es una ecuacién matricial.

Para resolver la ecuaciéon necesitamos el inverso multiplicativo de
la matriz A. Esta es una matriz C' tal que CA = I, donde [ es la
matriz identidad. Si esta matriz C existe es llamada la inversa
de A y se puede escribir como:

C=A"1

Entonces,

C(AX)=CB

(CA)X =CB
IX=CByaque CA=1
X=CB,yvaque IX =X
.. la solucion es X = C'B
Definicién:

Sea A una matrix cuadrada, si existe una matriz C' tal que CA =
I, donde I es la matriz identidad, entonces C se llama inversa
de Ay se dice que A es invertible.
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Puede demostrarse que una matriz invertible tiene una y solo una
inversa = la inversa es unica. C es la Unica matriz tal que

CA=1
=C=A'1l=A14A=1
A1 conmuta con A: A71A=AA =1

Si A es una matriz invertible, entonces la ecuacion matricial AX =
B tiene la solucién tnica X = A™'B

Teorema:

Para las matrices cuadradas A y Ag, A es invertible si y solo si
Ap=1.

Ademas, si la sucesion de operaciones elementales con renglones
convierte a A en I, entonces la misma sucesion de operaciones
convierte a [ en A"

Método para encontrar la inversa de una matriz:

= Verificar que A es una matriz cuadrada, es decir tiene dimen-
sibn n X n.

» Formar la matriz aumentada de n x 2n, [A|]]

= Realizar operaciones elementales con renglones hasta que las
primeras n columnas formen una matriz reducida.

= Suponer que el resultado es [R|B] de manera que se tiene:
[AlI] = ... = [R|B]
» Si R =1, entonces A es invertible y A™! = B.

» Si R # I entonces A no es invertible, lo que significa que A1
no existe.

Para verificar si hemos encontrado la inversa de la matriz tenemos
que verificar que la matriz multiplicada por su inversa da como
resultado la matriz identidad:



6.4. MATRICES

AAT = A71A =T

6.4.4. Solucion de un sistema de ecuaciones lineales

Solucién de un sistema de ecuaciones por la inversa

Procedimiento:

= Se transforma el sistema de ecuaciones a una ecuacién ma-
tricial: AX = B.

= Se toma la matriz de coeficientes A,x, y se aumenta con
una matriz identidad I,«,, a la derecha. El resultado es una
matriz de dimension n x 2n.

= Se aplican operaciones elementales en renglones a toda la
matriz aumentada hasta que las primeras n columnas formen
una matriz reducida.

= Si el resultado de estas primeras n columnas es la matriz
I, entonces por el teorema, A es invertible y las tltimas n
columnas se han sido transformadas en A~

= Si las primeras n columnas de la matriz reducida no es la
matriz I, entonces la matriz A no es invertible.

Identificamos el determinante de la matriz de coeficientes, A, pa-
ra verificar si la matriz es invertible y determinamos si podemos
encontrar la solucion por medio de la inversa (Grossman,2012). Si
el determinante es diferente de cero, entonces podemos encontrar
la inversa de la matriz por medio del siguiente planteamiento:

A es una matriz cuadrada naxn y |A| es el determinate de A, si
|A| # 0, entonces:
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ay1 ai2 a1n
a1 a2 a2 n
An,n - . . .
Qp1 Qp2 Qp.n
C11 C21 -+ Cpi
. Cl2 C22 *** Cp2
adjA = C’i = _ , .
Cin Cn " Cnn

donde ¢;; = (—1)(”j)Mij es el cofactor de la entrada a;; y M;; es
el menor asociado a la entrada a;; que es el determinante de la

submatriz que se obtiene al eliminar el rengléon ¢ y la columna j

de la matriz A.

a1

AxadjA =

ap1

a1 @G22

a1n C11 C21 - Cpi \A| 0
asp crz C22 0 caa | | O [A]
Qpn Cim Con " Cpn 0 0

donde adjA = C7 (la traspuesta de la matriz de cofactors de A);
el miembro derecho de la ecuacion se obtiene por el desarrollo de

Laplace, y la suma de las multiplicaciones de las entradas de A

por cofactores ajenos es igual a cero. Esto implica que el miem-
bro derecho de la ecuaciéon es una matriz cuadrada con |A| en la
diagonal principal y ceros en cualquier otra entrada.

El desarrollo de Laplace es el siguiente:

|A]
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|A| = Z a;;cij para el renglon i (6.10)
j=1
|A| = Z a;jci; para la columna j (6.11)

1=1

Factorizamos el miembro derecho de la ecuacion A x adj A por la
matriz identidad y obtenemos:

AxadjA = |A|T (6.12)

Dividimos ambos miembros de la ecuacion entre |Al:

AxadjA  |A|l
= (6.13)
Al A
AxadjA
— =1 (6.14)
|A]

Premultiplicamos por la inversa de A , A=, en ambos miembros
de la ecuacion:

A 1A xadjA

= A (6.15)
A
Hacemos las operaciones y obtenemos:
Tadj A
= AT (6.16)
A

donde A™!' x A = I, por la definicién de la matriz identidad.
Obtenemos la inversa de la siguiente forma:
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adjA
A

Al (6.17)

Con la matriz inversa podemos encontrar la solucion al sistema
con el siguiente despeje de la ecuacion matricial:

AX =B (6.18)
ATAX =A'B (6.19)
IX=A"'B (6.20)
X=A"'B (6.21)

Esta solucion serd tnica y cumple con la no singularidad de la
matriz de coeficientes. La no singularidad nos dice que si el deter-
minante es diferente de cero, la matriz de coeficientes es invertible
y el sistema tendra una soluciéon tnica.

El desarrollo para encontrar la solucion a un sistema de ecuacio-
nes lineales puede ser resumido en forma de algoritmo, el cual
se puede seguir paso a paso.! Este algoritmo es una herramienta
para mostrar de forma clara el proceso que se debe seguir y el
diagrama de flujo asociado a este algoritmo es una herramienta
visual de dicho proceso. A continuaciéon se presenta el algoritmo
para encontrar la solucién a un sistema de ecuaciones lineales y
su diagrama de flujo.

Algoritmo y diagrama de flujo para encontrar la solucién de un
sistema de ecuaciones lineales

1Un algoritmo es un listado de pasos en secuencia a seguir para resolver un problema.
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De acuerdo a lo descrito con anterioridad, podemos especificar el
siguiente algoritmo y su correspondiente diagrama de flujo:

1. Determinar la matriz de coeficientes A, el vector de incog-
nitas X, y el vector de constantes o términos independientes
B.

2. Encontrar el determinante de A: |A|.

= Si |A] = 0: La matriz A es no invertible por lo que su
inversa no existe, A es singular y el sistema descrito por
A no tiene una solucién tnica. Hay que utilizar el método
de reduccion o Gauss-Jordan para determinar si existen
multiples soluciones o ninguna solucion.

= Si|A| # 0: ir a paso 3.
Encontrar la matriz de cofactores de A: Cy.
Encontrar la adjunta de A: adjA = C}

Encontrar la inversa de A: A™! = ﬁ * adj A

SEEE A

Encontrar la soluciéon al sistema de ecuaciones: X = A™1B

El diagrama de flujo que ilustra el algoritmo antes descrito senala
los dos caminos que uno puede seguir para conocer la solucion de
un sistema de ecuaciones (ver Figura 6.1). Estos caminos llevan a
una solucion tunica si el determinante de la matriz de coeficientes
es diferente de cero, o a miltiples soluciones o ninguna solucion si
el determinante es igual a cero.

6.4.5. Modelo insumo-producto

El modelo insumo-producto propuesto por W. Leontief (1936) es
un modelo lineal donde la economia es un sistema de sectores
interrelacionados entre si. En este modelo, la produccion de cada
sector es una funcién lineal de la produccion de todos los sectores
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)
Determinar
AX B
G
|A] =07
|
)
Si No
s ~\ ——
A es no invertible. Encontrar la
. . matriz de
El sistema no tiene cofactores de A
solucidn tnica.

Usar método de

reduccion

| Encontrar la
' ! adjunta de A

Soluciones Ninguna

multiples soluciéon
—

Encontrarla
inversa de A:
Al

—

r—

Encontrar
X=A1B

Figura 6.1: Diagrama de flujo de la resoluciéon de un sistema de ecuaciones
lineales
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de la economia, llamada demanda intermedia, méas una demanda
final.? El modelo puede ser descrito por el siguiente sistema de
ecuaciones lineales:

¢
1121 + 12T + 1373 + ... + A1;25 + ...+ ATy + dfi = 11

a91T1 + A92T9 + G233 + ... + A2 5 + ...+ aspx, + df2 %)

(@11 + apas + anzxz + ..+ anT; A Ay + df, = x,

donde x; es la produccion del sector ¢ y df; es la demanda final
del sector .

En términos de matrices el sistema de ecuaciones se escribe:

X = AX + DF (6.22)

donde A = [a;;] = [Zy—j] es la matriz cuadrada de coeficientes
directos de insumos y a;; es insumo por producto y da informacion
sobre lo que paga el sector j al comprar el producto de ¢ para
usarlo como insumo entre el producto de j, z;; es la demanda
intermedia de j por el producto de 7. Por definicién, la matriz A
es no negativa con a;; > 0 Vi, j; esta caracteristica se escribe como

A > 0 (Miller and Blair, 2009).

Entonces, de acuerdo al modelo, la produccion de la economia, X
se encuentra siguiendo el siguiente procedimiento:

X — AX = DF (6.23)

factorizamos el miembro izquierdo de la ecuacién por factor co-
mun:

2El modelo asume que cada sector estd compuesto por un grupo de empresas que
produce un mismo producto y bajo la misma tecnologia.
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X(I—A)=DF (6.24)

Para despejar X premultiplicamos por (I — A)~! el término (I — A)
del miembro izquierdo y DF del miembro derecho:

XUI—-A) I —-A)=U—-A"'DF (6.25)

realizando las operaciones obtenemos:

XI=(—-A)"'DF (6.26)

donde (I — A)~1(I — A)=1.

Simplificando el miembro izquierdo de la ecuacion obtenemos:

X=(I—-A"'DF=LDF (6.27)

donde X es el vector columna de produccion, L = (I — A) 1 es la
matriz cuadrada llamada inversa de Leontief o de requerimientos
totales con L > 0, y DF es el vector columna de las demandas
finales.

Si conocemos la matriz de coeficientes directos de insumo y la
demanda final podemos encontrar el efecto de un cambio en la
demanda final en la produccion de los sectores y la economia:

X =LDF (6.28)

Este ejercicio se llama analisis de impacto en la literatura de
insumo-producto. Asume que la matriz A no cambia, por lo que
no hay cambios tecnologicos que modifiquen cémo producen los
sectores, y lo tinico que cambia exégenamente es el vector DF. Se
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mide, cuanta produccion es necesaria para compensar un cambio
en la demanda final de un sector.

Para medir el efecto de un cambio (perturbacion) en la demanda
final de un sector, entonces encontramos:

Az =" —2° = L(DF' — DF") (6.29)

Equivalentemente,

LADF =L« f (6.30)

donde f es un vector con un uno en la posiciéon del sector que tuvo
un cambio en la demanda final y ceros de otra manera (norma-
lizando el cambio en la demanda final). Si hacemos este ejercicio
para cada sector terminamos con tantos escenarios como sectores
en la economia y podemos comparar para determinar cual sector
genera los efectos mas grandes.

6.5. Ejemplos

6.5.1. Eliminacién por adicién

2% 4y =1
{x+y * (6.31)

r+y=4Db

Primero identificamos que variable se quiere eliminar del sis-
tema de ecuaciones. Podemos escoger la variable y.

Para eliminar la variable y por adiciéon debemos multiplicar
alguna de las ecuaciones por (—1).
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Escogemos realizar la siguiente operacion: a + (—1)b

{m+y1 (6.32)
H(=1)(z +y = 4)

Al sumar, obtenemos:
2r+y=1

Ha—y=—1)
z+0=-3

(6.33)

Lr=-3

Para obtener el valor solucion de y sustituimos en alguna de las
ecuaciones originales. Elegimos sustituir en la ecuacion b.

r+y=4
d+ty=4=y=4+3=7
.. la solucion al sistema de ecuaciones es: (—3,7)

Para comprobar la solucion podemos sustituir y verificar que se
satisfacen todas las ecuaciones del sistema.

2(=3)+7=-6+7=1
—3+7=4

4z — 3y = —2
{x Y * (6.34)

20 +2y=0D

Primero identificamos que variable se quiere eliminar del sistema
de ecuaciones. Podemos escoger la variable x.



6.5. EJEMPLOS

Para eliminar la variable x por adicion debemos de realizar la
siguiente operacion: a + (—2)b

{433 —y =2 (6.35)
+(—2)(2z + 2y = 0)

Al sumar, obtenemos:

dr — 3y = —2
+(—4x — 4y =0)

6.36
0—7y=-2 (6.36)

. =2 _ 2
Y===7

Para obtener el valor soluciéon de x sustituimos en alguna de las
ecuaciones originales. Elegimos sustituir en la ecuacion b.

20 +2y =0
2x2+2(%):0$2x:0—%$2x:—%jx:—%(%):—ﬁ:
7

.. la solucion al sistema de ecuaciones es: (—%, %)

Para comprobar la solucion podemos sustituir y verificar que se
satisfacen todas las ecuaciones del sistema.

U9 -3 = —§-§= ¥ =223 +2) =0

=lr+2y =3
{5$+y : (6.37)

r—3y=2D0

Primero identificamos que variable se quiere eliminar del sistema
de ecuaciones. Podemos escoger la variable y.
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Para eliminar la variable x por adicion debemos de realizar la
siguiente operacion: 3a + (2)b

3)(Zx +2y =3
+(2)(z — 3y = 2)
Al sumar, obtenemos:
_me +6y=9
+2x — 6y =4
o — (6.39)
—5r—0=13

Lr=13(-3)=-2

Para obtener el valor soluciéon de y sustituimos en alguna de las
ecuaciones originales. Elegimos sustituir en la ecuacion b.

x— 3y =2

_65 g3, — _3y = % — 65 1y _ _ 65
n-3=2=3y=1=>y=1(-3 =3
. la solucion al sistema de ecuaciones es: (=22, —5)

Para comprobar la solucion podemos sustituir y verificar que se
satisfacen todas las ecuaciones del sistema.

(=5 +2(5) =
6.5.2. Igualacion

(6.40)

20 +3y=1a
r+5y=4Db
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Primero identificamos que variable se quiere eliminar del sis-
tema de ecuaciones. Podemos escoger la variable x. Entonces,
despejamos la variable x de ambas ecuaciones.

Despejando de la ecuacion a:

1-3
20 +3y=1=2z=1-3y =2 =—*

Despejando de la ecuacion b:

r+oy=4=x=4->5y

[gualamos, z = x

B =4-5y=1-3y=(4—5y)(2) = 1-3y =8— 10y =
3y +10y=8—-1=Ty=7"T=y=1

therefore y =1

Para obtener el valor solucion de x sustituimos en alguna de
las ecuaciones originales. Elegimos sustituir en la ecuacion a.

20+3(l)=1=>2r=1-3=-"2=z=2=-1

.. la solucion es (—1,1)

Para comprobar la solucién podemos sustituir y verificar que
se satisfacen todas las ecuaciones del sistema.

2—1)+3(1)=-2+3=1
—1+5(1)=-1+5=4

(6.41)
Kr+dy=3b

{a% + by = 2c a
Primero identificamos que variable se quiere eliminar del sis-
tema de ecuaciones. Podemos escoger la variable x. Entonces,
despejamos la variable x de ambas ecuaciones.

2c—by
a2

alr +by =2c=a’r=2c—by ==
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K$+dy:3:>kx:3—dy:>x:%
[gualamos x =

2e-by — % = (k)(2c — by) = (a®)(3 — dy) = 2kc — bky =

a2

3a® — a’dy

Para despejar y tenemos que juntar todos los elementos que

tengan y de un sélo lado de la ecuacion y el resto del otro
lado:

a’dy — bky = 3a® — 2kc

Ahora factorizamos por factor comin y y despejamos:

3a® — 2kc
a’d — bk
Usamos este valor para encontrar x sustituyendo en alguna

de las ecuaciones originales:

3a? — 2ke 3a% — 2ke

y(a’d — bk) = 3a® — 2kc = y =

Ko+ d(22 "2 3o pp— 3 — q(24— ¢
v ) T3 S
Entonces,

3a® — 2kc ]
r=3- d(m)](%)

Ejemplos del método de sustitucion

1.

2 + 3y = —3
{ By “ (6.42)

r+2y=0Db

Escogemos despejar una de las incognitas de una de las ecua-
ciones. Después sustituimos esto en la segunda ecuaciéon para
obtener una tercera ecuacion que esté tnicamente en térmi-
nos de una variable. Escogemos despejar x de la ecuacion

b.
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r+2y=0=>2=-2y

Ahora sustituimos este valor en donde esté x en la ecuacion
a

2 + 3y = -3 =2(—2y)+3y=-3
Haciendo las operaciones obtenemos:

—4y + 3y = =3 = (=4 + 3)y + 3y = —3 al factorizar por
factor comun y.

Para obtener el valor solucion de x sustituimos este valor de
y en alguna de las ecuaciones originales. Escogemos sustituir
en la ecuaciéon b.

T+2y=0=2+23)=0=2+6=0

. x = —6 y la solucion es (—6, 3)
2.
4 2
sr+_-y=3a
) (6.43)

Escogemos despejar una de las incognitas de una de las ecua-
ciones. Después sustituimos esto en la segunda ecuaciéon para
obtener una tercera ecuaciéon que esté tnicamente en térmi-
nos de una variable. Escogemos despejar z de la ecuacion

b.

2 2
%x+§y:1:>%$=1—§y:>33:(1__?/)(2)

.'.96:2—%?;

Para encontrar el valor soluciéon de y, sustituimos el valor
encontrado para x en alguna de las ecuaciones originales.
Escogemos sustituirlo en la ecuacion b.
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2 2
%x+§y:1$%(2—§y)+§y:1¢1—%y+§y:1:>
l-yGE+3)=1=—yE+3)=1-1=0=>y(t+32) =

0=y=0

—b —
r+cy=ra (6.44)
tr+2y=1D0

Escogemos despejar una de las incognitas de una de las ecua-
ciones. Después sustituimos esto en la segunda ecuacion para
obtener una tercera ecuaciéon que esté tnicamente en térmi-
nos de una variable. Escogemos despejar y de la ecuacion
a.

r+bx
c

—brt+cy=r=cy=r—+br=y=
Sustituimos este valor en la ecuacion b para encontrar x:

tr+2y=1=te+2"E) =1 =t + L+ =1 =
42 =12 5 0= (1-2)) =1 -2)(g) =

S|

< _ 2rc _ ¢
26~ 2bc 2D
o= £
LT =5

3

_ % y la solucién es (Q_Cb _ %’ r+cbg;)

Ejemplos de algebra matricial

1. Dadas las siguientes matrices:

ap; aig as 3 4 5 6 6 4
A= ao21 Q99 Q93 ;B = 1 2 3 ;C = 4 4 6
1 -1 1 b31 b32 b33 8 0 4

Determinar los valores restantes para que la siguiente ecua-
cion sea verdadera.

a1 +3 ap+4 ai3+5 6 6 4

ann+1 ap+2 ax+3]l =14 4 6

14+031 —1+4+0b3p 1+ bss 8 0 4
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El primer paso es el establecer a que debe ser igual cada
entrada de la matriz que queremos obtener. Esto es:

a1 +3=6 ap+4=6 ai3+5H=4
ann+1=2 ap+2=4 as3+3=06
14+b31=8 —14+0b3s=0 14+b33=4

Se puede observar que el valor de cada entrada sera la solu-
cion a cada ecuacion; por ejemplo, la primera entrada sera
igual a la solucion de a1 + 3 = 6. Para determinar el valor
de cada entrada hay que despejar las a;;:

CL11:6—3 a12:6—4 a13:4—5
CL21:2—1 CL22:4—2 CL23:6—3
bs1 =8 —1 +b3s=0+1 +b33=4—1
Por lo tanto, la respuesta es:
ann =3 app=2 a;z3=—1
CL21:1 CL22:2 CL23:3
b31 =7 +bzyp =1 +b33 =3
2. Para las siguientes matrices:

345 111
A=11 2 3 :B=1011

013 340
Determinar Ax By Bx A

345 111
AxB=11 2 3 011
013 340

Realizando la multiplicaciéon de matrices obtenemos lo si-
guiente, recordando que la multiplicacion de matrices se rea-
liza renglon por columna y cada nueva entrada de la matriz
producto es la suma de los productos de las entradas corres-
pondientes.
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Ax B =
BG)L)+ @O+ (B)3) B+ (D)D) +(5)(4)  (3)(=1) + (4)(1) + (5)(0)
MM +@)0)+G)E) MDO)+ @M +G)(4)  (1)(=1)+(2)(1) + (3)(0)
0)(1) + (1)) +(3)(3)  (O@) + 1)(D)+B)(4)  (0)(—1) + (1)(1) + (3)(0)
Realizando las operaciones obtenemos:
3+04+15 34+4+20 —3+4+0
=|1+04+9 1+2412 —-1+24+0
0+04+9 0+1+12 —-1+1+0

Por lo tanto, la matriz producto es:

18 27 1
=110 15 1
9 13 0
El segundo producto que tenemos que realizar es B x A:
111 3 45
BxA=10 1 1 1 2 3
340 01 3
B*x A=
(HB) +@M)(1) +(1)(0)  (1)(4) + (1)) + @M)(1)  (1)(5) + (1)(3) + (1)(3)
= (0)(3) + (1)(1) + (1)(0)  (0)(4) + (1)(2) + (1)(1)  (0)(5) + (1)(3) + (1)(3)
(3)(3) + (1)(1) +(0)(0)  (3)(4) + (D) (2) + (0)(1)  (3)(5) + (4)(3) + (0)(3)
3+1+0 4+2—-1 543+3 4 5 11
BxA=[10+14+0 0+241 0+3+3 =11 3 6
94+4+0 124840 1541240 13 20 27

Dadas las siguientes matrices, determinar las operaciones que se pide:

11
A:G’ _22 D;B: 3 2 ;C:(é)
0 1

a) Ax BxC

Para realizar este producto nos enfocamos en verificar si las di-
mensiones de las matrices permiten realizar la multiplicacion de
matrices. A es de dimension 2 x 3 y B es de dimensiéon 3 x 2
por lo que si podemos realizar la multiplicaciéon. Entonces empe-
zamos por calcular el producto de los primeros dos factores, es
decir A x B, y luego este producto lo multiplicaremos por C.

11
A*B:G’ _22 D* 3 2| =
0 1
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(( )(1) +(=2)(3) + (1)(0)  B)(1) +(=2)(2) + (1 )(1))
M@ +2)E)+ M)  (1)1)+2)(2)+ 1)1)

C(3-6+0 3—441) (-3 0\ _
A*B_<1+6+O 1+4+1>_(7 6>_M

Ahora multiplicamos esta matriz M que obtuvimos por la matriz
C. De nuevo verificamos si las dimensiones de las matrices nos
permiten realizar la multiplicacién. M es de dimension 2x2 y C' es
de dimension 2 x 1 por lo que si podemos realizar la multiplicacion
y queda de la siguiente manera:

ve=(79) )= (70) - (7)

De nuevo verificamos si las dimensiones de las matrices nos per-
miten realizar la multiplicacion. A es de dimension 2x 3y C' es de
dimension 2 x 1 por lo que no podemos realizar la multiplicacion.

Bx*xA

B es de dimensiéon 3 x 2 y A es de dimension 2 x 3 por lo que si
podemos realizar la multiplicacion.

11
BxA=|3 2 *G’ _22 D:
01

(ME)+@M)1) (1)(=2)+1)(2) (L)1) + (1))

=1 BB +@)1) B)(=2)+(2)(2) 0)1)+ M) | =
0)3)+ MA) (0)(=2)+ (1)(2) (0)(1) + (1)(1)
3+1 -2+42 1+1 4 0 2

=194+2 —64+4 04+1 ] =111 -2 1
0+1 0+2 0+1 (1 2 1

4. Dadas las siguientes matrices:
x 3 4 4 3 2 31 36 41
A=11 y 1|;B=[1 2 3|;C=19 9 9
01 z 5 6 7 1 2 3

Determinar los valores de z,y, z de tal manera que se cumpla con la
siguiente ecuacion: A x B = (.

Como todas las matrices son de la misma dimensién no es necesario
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hacer més verificaciones. Procedemos a realizar la multiplicacion de
A por B y después a resolver las ecuaciones resultantes al igualar ese
producto a C'

z 3 4 4 3 2
AxB=|1y 1|*|1 2 3] =
0 1 z 5 6 7
<<x><4> AW +@6) (@)3)+B)2) +@)6) @2 +3)3) + <4><7>)
~ W@+ O+ M6 LE)+ M+ D6 W) +EE)+ 00 | =
0)@) + 1)1 +()(6) OB+ L)1) +(=)6)  (0)2)+ 1)E) + (=)(7)

dr+34+20 3xr+6+24 20 +9+ 28
= 4+y+5 34+2y+6 243y+7 | =
O+1+5z 0424+6z 0+3+7z

dr+34+20 3x+6+24 20 +9+ 28
= 4+y+5 34+2y4+6 243y+7
O+1+52z 04+24+6z 0+3+7z

4 +23 3x+30 2z 4 37
AxB=1| y+9 2y+9 3y+9
52+1 6242 T7z+4+3

dr +23 =31 3x+30=36 22+ 37 =41
AxB=C": y+9=9 2y+9=9 3y+9=9
52z4+1=1 6z+2=2 72z4+3=3

4r=31-23 3z=36—-30 22 =41-37
AxB=C: y=9-9 20=9-9 3y=9-9
52=1-1 6z=2-—-2 72=3-3

r=2 x=2 x=2
AxB=C:|ly=0 y=0 y=0
z=0 2=0 2=0

T =2
y=0
z=20

Ejemplos del método de reduccion o Gauss-Jordan
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1.

r+2y—z=1
20 —y+2=0 (6.45)
r+y—z=-1

La matriz aumentada correspondiente a este sistema de ecua-
ciones lineales es la siguiente matriz:

1 2 -1 1
2 -1 1 O
11 -1 -1

donde la tltima columna corresponde a los términos inde-
pendientes del sistema.

Recordemos que el método de reduccion consiste en hacer
unos en la diagonal principal de la matriz y ceros por arriba
y por debajo de la diagonal principal.

Como la entrada principal del primer rengléon ya es un uno,
entonces nos enfocamos en hacer ceros por debajo. Empeza-
mos por hacer cero el 2 en la entrada (2,1). Para ello realiza-
mos la siguiente operacion sobre el renglon 2: —2R 4+ Ry —

Ry

Para hacer cero el uno en la entrada (3, 1) realizamos la ope-
racion sobre el renglon 3: (—=1)R; + R3 — Rs:

1 2 -1
0 2 =2
11 -1

1 1 2 -1
0 ) = ( 0 2 —2
-1 DM +1 (=21 +1 (D=1 +(=1)

207

12 1|1 1 2 ~1
2 -1 110 | =1 (=20 +2 (=2)(=1) (=2)(1)](=2)(0)
11 —1|-1 1 1 ~1

12 1] 1

02 —2|0

11 —1{-1
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1 2 -1
0 2 =2
0 -1 0

Ahora nos enfocamos en hacer un uno la entrada principal del rengléon
2. Para ello multiplicamos el rengléon 2 por el inverso multiplicativo de

2, es decir 2.
1
h 12 -1 1
(3)20);‘<0 1 0 | -2

2

1 2 -1

0 2 -2

0 -1 0
Enseguida hacemos cero las entradas por arriba de la entrada princi-
pal del renglon 2. Para ello realizamos la siguiente operacion sobre el
renglon 2: (—2)Ry + Ry — Ry

1 2 —-1]1 (=2)(0)+1 (—2)()+2 (=2)(-1)+1]|(=2)(0)+1
0 1 —-1(0 = 0 1 -1 0 =
0 -1 0 |-2 0 -1 0 9
(—2)(0)+1 (=2)(1)+2 (=2)(=1)+1 | (=2)(0) + 1 1 0 3|1
0 1 -1 0 =10 1 —-1|0
0 ~1 0 -2 0 -1 0 |-2
—2x +4y — 8z =12
3x+2y—32=4 (6.46)

de+y—2=0

La matriz aumentada correspondiente a este sistema de ecuaciones li-

-2 4 =812
neales es la siguiente matriz: 3 2 =3|4 — realizamos la
4 1 —-110

siguiente operacion sobre el renglén 1: (%)Rl

1 -2 4 | -6
— 3 2 -3| 4
4 1 =110

— realizamos la siguiente operacion sobre el renglon 2: (—3) R1+R2 —
1 -2 4 | -6

Ry— | 0 8 —15]| 22
4 1 =110

— realizamos la siguiente operacion sobre el renglon 3: (—4)R14+R3 —
Rs
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1 -2 4 —6
— 0 8 —15] 22
0 9 -—-17|24

— realizamos la siguiente operacion sobre el renglon 3: (—8)R3 +
(9)R2 — Rj

1 -2 4 | -6
— 1 0 8 15|22
0 0 1 6

— realizamos la siguiente operacion sobre el renglon 2: (15) R3+ R2 —

Ry
1 =2 4| -6
— 1 0 & 0112
0 0 1] 6

— realizamos la siguiente operacion sobre el renglon 2: (3)R2

1 -2 4| -6
— (0 1 0] 14
0 0 1,6
— realizamos la siguiente operacion sobre el renglon 1: (—4) R34+ R1 —
Ry
1 -2 0|—-18
— {0 1 0] 14
0 0 1] 6

— realizamos la siguiente operacion sobre el renglon 1: (—2)R2 + R1

1 000
— | 0 1 0]14
0016

Por tanto, la solucion del sistema de ecuaciones es: P(10, 14, 6)

r—y+z=3
—r—y+z=1 (6.47)
20+ 2y +2z2=1
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1
— | -1
2 2

-1 1|3
-1 1|1
2|1

— realizamos la siguiente operacion sobre el renglon 2: R1+ R2 — Ry

1 -1 1|3
— 1 0 =2 2|4
2 2 2|1

— realizamos la siguiente operacion sobre el renglon 3: (—2)R14+R3 —
Rs

1 -1 1| 3
— 0 -2 2] 4
2 4 0|-5

1
— realizamos la siguiente operacion sobre el rengléon 3: (Z)R3

1 -1 1|3
— |1 0 =2 24
0 0 132

— realizamos la siguiente operacion sobre el renglon 2: (—2) R3+R2 —

1 -1 113
— (0 -2 0|2
0 0 1|2

— realizamos la siguiente operacion sobre el renglon 2: (5)R2

1 -1 1|3
— (0o 1 0]
00 1|3

— realizamos la siguiente operacion sobre el renglon 1: —R3 + R1 —
Ry
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1 -1 0|2
— |1 0 1 0|2
0 0 1|2

— realizamos la siguiente operacion sobre el renglon 1: R24+ R1 — R,

1 0 0

1
— |1 01 0|2
3
0013
Por lo tanto, la solucién del sistema de ecuaciones es: P(14—4, g, %)
4.
3r+2y—2=0
r+3y—32=0 (6.48)
—r4+y—2=0

La matriz aumentada correspondiente al sistema de ecuaciones es:

3 2 -1
1 3 =3
-1 1 -1
— realizamos la siguiente operacién sobre los renglones 1 y 2: R2 <+
R1
1 3 -3
— | 3 2 -1
-1 1 -1
— realizamos la siguiente operacion sobre el renglon 2: (—3) R1+R2 —
R
1 3 =3
— {0 =7 8
-1 1 -1

— realizamos la siguiente operacion sobre el renglon 3: R1+4+ R3 — Rj

1 3 =3
— |0 =7 8
0 4 -4

— realizamos la siguiente operacion sobre el renglon 3: (4) R2+(7) R3 —
Rs
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1 3 =3
— |0 =7 8
0 0 4
— realizamos la siguiente operacion sobre el renglon 2: (iR?) + R2 —
R2
1 3 -3
— |0 =7 8
0 0 1
— realizamos la siguiente operacion sobre el renglon 2: (—8) R3+R2 —
Ry
1 3 =3
— |10 =7 0
0 0 1

— realizamos la siguiente operacion sobre el renglon 2: (%RQ — Ry

1 3 =3
— {0 1 0
00 1
— realizamos la siguiente operacion sobre el renglon 1: (3)R3+ R1 —
Ry
1 30
— {0 1 0
001

— realizamos la siguiente operacion sobre el renglon 1: (—3) R2+R1 —
Ry

o = O
_ O O

1
— 10
0

La solucion es la solucion trivial debido a que: P(0,0,0).

w42 —z=—1
{ Fray—2 (6.49)

r+y—2=0
-3 2 —-1|-1
1 1 =10
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— realizamos la siguiente operacion sobre el renglon 2: (—1)R14+R2 —
Ry

(-3 2 -1

4 -1 0] 1
— realizamos la siguiente operacion sobre el renglon 1: (2)R2+ R1 —
R1

N 5 0 -—-111
4 -1 0|1
Reescribiendo la ecuacion:

ox —z=1 N z=5br—1
e —y=1 y=4r —1

=k
y=4k—1
z=5k—-1

Por tanto, la solucion es: P(k,4k — 1,5k — 1)
Método de Gauss
(AlT) — (11A7")

Dados las siguientes matrices, determinar las inversas de las mismas
por el método de Gauss, en caso de no existir, determinar la causa.

o (3)

Mostramos la matriz aumentada con la matriz identidad a la
derecha.

2 3|10
4 5|0 1

Realizamos las operaciones elementales:

2 311 0 2 3 1 0
(4 510 1)—>R2.(—2)R1+R2—>(0 1] o 1)

—>R2:—R2—>(2 3110 )—>R1:(—3)R2+R1—>

0 1(2 -1
2 0|-5 3
0 1] 2 -1
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Iy

—

Gl

S~—

oy

—
VR
=
o
ST
| NG

—_

~

Comprobacion:

Ax At =T
2 3\ (2 5\ _(2AF)+3@2) 205)+3(-1) _
4 5 2 -1 4(32) +5(2) 4(3)+5(-1)
([ =546 3-3\ (10
- \-104+10 6—-5/ \0 1)°
4 -1
b) B = (1 0)
Realizamos las operaciones elementales:

4 —111 0 4 —-1(1 0
(1 0 |0 1)—>R2.(—4)R2+R1—>(0 1l _4)

— R2: —-R2 —
4 0| 0 4
0 1]-1 4

1 1 00 1 .1 (0 1

—>R1.(4)R1—>(0 1121 4 — b = 1 4]

Comprobacion:

4 —1]1 0

0 1 |1 4>—>R1:R1+R2—>

BxBt=1]

() (%))
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(10
— o1

)

O+1 4—-4
0+0 140

(

Realizamos las operaciones elementales:

(

0
0
1

0
-2

-1 3|1
-3 3|1
2 1

4
0
3

) — R2: (-2)R2+R1 — (

0
1

1
0

-1 311 00
00
110

4
2
3

1 3] 1
-3 3|1 -2 0].—
0 11 -5|-3 0 4

4
0

— R3: (=3)R1+(4)R3 — (

~
cod

~
o~

AN
— — &
m o X
— o
<
+ o o
SN——
e
e
~—~
™
S—
+
N
S
o
—
—
SN—
o
A

) — R2: (-3)R3+ R2 —

O O Nm

— — >

. (=3)R3 +

— R1

~

O |
—

o :_0_9_|_A_9

— n/_~_91_9

o O~ 7 ~
a

— | oo
_ — O
—
<t © O H_Sr«,u_91_A_9
(
(@]
e e \ﬂ 2_34_91_9
—
— o O -
O alen] ~
~ —
— IO Zios | — <
_
™M O ~— <t O O
.. ~ _
— ™M
< m H
<t O O
=
( H

A_1_32_32_3

—
0| | oy
2_9__9,_9

4_99_~_91_9
o O -

S — O

<+ o O

—>R1:R1R2—><
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—
__32_32_3

—
—

7_9:_u_9 _9

N
o _91_9

S O -

S — O

— O O

— R1: ()Rl — (
oi- (

Comprobacion:

i
,_32_32_3
—
7_9:_0_91_A_9

1_9n/_~_91_9

CxC1=1]

| —
~—
~—
T+
—~~
|
173, 3;3
7 S—
e

Il
PR

Ol O M
+ + +
e o
I+ +
7T

—

+ﬂ9 f
jial[oa] | w79
T
<t
%91;97,3
®mO o
+ + +
NN Ot |y
+ I

il Aol
(

Realizamos las operaciones elementales:

) — R2: (—-2)R1 + R2+ — (

o O -

o — O

— O O

21_

—
702

— A

— R2: (—)Rl1+ R2 — (
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1 -1 2 1 0 0
— R3:-R3— | 0 2 -3|-21
0 0 1 |—-4 3 -2
1 -1 2|1 0 0
— R2 (%)RZ — (0 1 0|-75
0 0 1|]—-4 3 -2
10 1|2 -1
— R2:R1+R2— | 0 1 0|—-7 5
0 0 1]—-4 3
Comprobacion:
DxD 1=1
1 -1 2 2 -1 1 1 0 0
2 0 1 |x|-7 5 =3]=[0 10
1 2 =3 -4 3 =2 0 0 1

6. Ejemplo del Modelo Insumo-producto

2
-7
—4

-1
)
3

0 ) — R2: (3)R3+R2 — (

1
-3
-2

1
0
1

1
-3 ) — R1:(—2)R3+R1 —» ( 0
1

Voo

|

-1
2
0

2
0
1

-1 0

1
0

0
1

Suponer que una economia se puede organizar por la produccién y uso
de los productos de cuatro sectores. La demanda intermedia esta dada

por la matriz Z y la demanda final por el vector DF de acuerdo a las

siguientes matrices:

80 120 48 35
150 60 80 120

80 120 48 35

Z=148 50 175 20
72 90 125 80
200
320
DE =100
500
150
X =Z1+DF=| o
72

60
50
90

80 120
175 20
125 80

200
320
100
500

217

1

0

—14 10

—4

9
-7
—4

3

—6
)
3

0
—6
-2

4
-3
-2

)
)



218 Algebra lineal

(80)1 + (120)1 + (48)1 + (35)1 200
o | 1501+ 601+ 80)1+ (1201 | 320 _
= | 48)1 + (50)1 + (175)1 + (20)1 100 | =
(72)1 + (90)1 + (125)1 + (80)1 500
283 200 483
(410 320 | [ 730
=203 T |100] = | 393
367 500 367

Ya obtuvimos el vector de produccion. Ahora, con este vector, calcula-
mos la matriz de coeficientes directos de insumos.

80/483 120/730 48/393  35/867
A= [ fa)] = 150/483  60/730 80/393 120/867 |
— Wl = 487483 50/730  175/393  20/867 |

72/483  90/730 125/393 80/867

0,165631 0,164383 0,122137 0,040369
0,310559 0,082191 0,203562 0,138408
0,099378 0,068493 0,445293 0,023068
0,149068 0,123287 0,318066 0,092272

A continuacion calculamos la matriz de requerimientos totales o la in-
versa de Leontief. Esta matriz se obtiene como L = (I — A)~!. Para
encontrar L, primero tenemos que realizar la resta dentro del paréntesis:

1000 0,165631 0,164383 0,122137 0,040369

A — 0 1 0 0] |0,310559 0,082191 0,203562 0,138408 |
0010 0,099378 0,068493 0,445293 0,023068 |
0001 0,149068 0,123287 0,318066 0,092272
1—-0,165631 0 —0,164383 0 —0,122137 0 — 0,040369
A 0—0,310559 1-0,082191 0 —0,203562 0 —0,138408 |
N 1 0-0,099378 0 —0,068493 1 —0,445293 0 — 0,023068 |
0 —0,149068 0 —0,123287 0 —0,318066 1 — 0,092272
0,834369 —0,164383 —0,122137 —0,040369
A —0,310559  0,917809 —0,203562 —0,138408

—0,099378 —0,068493 0,554707 —0,023068
—0,149068 —0,123287 —0,318066 0,907728

Para encontrar (I — A)™!, primero hay que encontrar el determinante
de (I-A). Como es una matriz 4 x 4, tenemos que utilizar cofactores.
Escogemos utilizar el primer renglon.
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0,917809  —0,203562 —0,138408
(I — A)| = 0,834369(—1)1+ |—0,068493  0,554707  —0,023068| +
—0,123287 —0,318066 0,907728
—0,310559 —0,203562 —0,138408
—0,164383(—1)1+2|—0,099378  0,554707 —0,023068 +
—0,149068 —0,318066 0,907728
~0,310559  0,917809  —0,138408
—0,122137(—1)1+3|—0,099378 —0,068493 —0,023068 +
—0,149068 —0,123287  0,907728
~0,310559  0,917809  —0,203562
—0,040369(—1)1+4|—0,099378 —0,068493  0,554707
—0,149068 —0,123287 —0,318066

Realizamos los determinantes 3 x 3 por medio de la regla de Sarrus y

obtenemos:

(T — 4) =

= (0,834369)(—1)111[(0,917809)(0,554707)(0,907728) 4 (—0,203562) (—0,023068) (—0,123287)+(—0,138408) (—0,068493)(—0,318066) —
(—0,138408)(0,554707)(—0,123287) — (0,917809)(—0,023068) (—0,318066) — (—0,203562) (—0,068493)(0,907728)]+
(—0,164383)(—1)*12[(—0,310559)(0,554707) (0,907728)+(—0,203562) (—0,023068) (—0,149068)+(—0,138408) (—0,099378) (—0,318066) —
(—0,138408)(0,554707)(—0,149068) — (—0,310559) (—0,023068) — (—0,318066) — (—0,203562) (—0,099378) (—0,907728)]+
(—0,122137)(—1)11+3[(—0,310559)(—0,068493)(0,907728)+(0,917809) (—0,023068) (—0,149068)+(—0,138408) (—0,099378) (—0,123287) —
(—0,138408)(—0,068493)(—0,149068) — (—0,310559) (—0,023068) (—0,123287)— (0,917809) (—0,099378)(0,907728)]+
(-,
(-o,

040369) (—1)1T4[(—0,310559) (—0,068493) (—0,318066)+(0,917809) (0,554707) (—0,149068)+(—0,203562) (—0,099378) (—0,123287) —
2003562)(—0,068493)(—0,149068) — (—0,310559)(0,554707) (—0,123287) — (0,917809) (—0,099378) (—0,318066)]

(I — A)| = 0,30914154784329717

1,38993888  0,3013057 0,48547375 0,12009405
0,61129945 1,2872747 0,74599754 0,2424249
0,34243098 0,22554339 2,01878658 0,10092252
0,43127163 0,3033486  0,88842575 1,18966309

Si la demanda final cambia a DF'1, entonces, cuanta produccién es
necesaria para compensar este cambio en la demanda final?

210
350
115
205

DF1 =

El nuevo nivel de produccién se encuentra por medio de la siguiente
operacion:

1,389938 0,301305 0,485473 0,120094 210
0,611299 1,287274 0,745997 0,242424 350 |
X1=LDFL = 0,342430 0,225543 2,018786 0,100922 115

0,431271 0,303348 0,888425 1,189663 205
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1,389938 0,301305 0,485473 0,120094
0,611299 1,287274 0,745997 0,242424
0,342430 0,225543 2,018786 0,100922
0,431271 0,303348 0,888425 1,189663

X1 =

6.6. Ejemplos de coédigo escrito con Python
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Sistema de Ecuaciones Lineales3

July 29, 2021

nimn

Dr. Martha Gabriela Alatriste Contreras
Ingentero Abisai Israel De La Rosa Gudifio
Solucion de sistemas de ecuaciones lineales.

Q@author: abisai.delarosa
nimn

"""Para estos ejemplos,y los ejercicios que el alumno quiera experimentar, se,
—debe de tomar en cuenta que el sistema debe

de tener solucion unica, St el sistema de ecuaciones mo tiene solcidn unica, aly
—correr el sistema marcard un error

como se puede ver en el dltimo ejericto"""

"ty Ejemplo 2z+y=1
$+y=4 nmimnn
import numpy as np # se tmporta la libreria numpy para utilizarla como arreglo,

—abreviandola como np

a=np.array([[2,1],[1,1]1])#Se guarda los coeficientes de las variables lineales,
—por columna consecutivamente (arreglo array)

b=np.array([1,4])# Se guarda los coeficientes independientes (arreglo array)

x=np.linalg.solve(a,b) #se hace la solucién del sistema y se guarda en una,
—vartable utilizando la funcidé linalg obtenida de la

#librerta numpy
print("(x,y)=",x)# se imprime la variable para mostrar el resultado

"""Para poder realizar la grdifica, debemos de realizar el despeje de lay
—vartable independiente

Se le invita al alumno y al profesor a graficar los demdas sistemas de,
—ecuaciones, sbélo las de dos wvariables, y crear sus propios

ejercictos
y=-2¢+1
y=_m+ nmnn

import matplotlib.pyplot as plt #Llamamos a la libreria matplotlib.pyplot paray

—maopear
x=[-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10] # Damos el rTango de valores de nuestra,

—grafica
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Script_ Multiplicacion de dos matrices 1parte

July 29, 2021

nimn

Created on Fri Mar 19 21:45:20 2021

Dr. Martha Gabriela Alatriste Contreras
Ingentero Abisai Israel De La Rosa Gudifio
Multiplicacion de matrices mediante cédigo

Q@author: abisai.delarosa
nimn

"""Este ejemplo, es un ejemplo iterativo de multiplicacion de 2 matrices A y B,
—en donde el alumno y profesor pueden modificar; es decir

declarar mas matrices para multiplicar, dependiendo la experiencia que vayay
—adquiriendo,ast también el ejemplo esta

realizado para indicar que el alumno estd cometiendo un error al momento de dey
—declarar el numero de columnas de A y el nimero

de reblones de B"""

""IEl alumno y el profesor pueden copiar este Script para que lo prueben y,
—puedan interactuar con el ya sea en Jupyter o en

la consola de Spyder"""

import numpy #Se importa la liberia numpy para los arreglos de las matrices
import sys #Importamos a sys para marcar el error

print ("Para este programa necesitamos que el usuario indique lo que se le,
—pide") #Saludo o manera formal de inictiar el programa, mo importante

regl=int (input ('Escribe el nimero de renglones de la Matriz A :'))#Declaramos,
—el numero de renglones de A

columl=int (input ('Escribe el nimero de columnas de la Matriz A :'))#Declaramos,
—el nimero de columnas de A

reg2=int (input ('Escribe el nimero de renglones de la Matriz B : '))#Declaramosy
—el nimero de renglones de B

colum2=int (input ('Escribe el nimero de columnas de la Matriz B :'))#Declaramosy
—el nimero de columnas de B

##VERIFICAR SI SE PUEDE REALIZAR LA MULTIPLICACION

if (columl != reg2): #S%i el numero de columnas de A es diferente de renglones de
—B

print("No puedes realizar la multiplicacién, analiza por qué razdén") #Se,

—1imprime un mensaje avisando que mo se puede realizar

#la multiplicacion

sys.exit () #Se sale del programa
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INVERSA DE MATRICES SOLUCION DE SISTEMAS DE
ECUACIONES LINEALES MEDIANTE INVERSA DE LA
MATRIZ

July 30, 2021

mninn

Dr. Martha Gabriela Alatriste Contreras

Ing. Abisai Israel De La Rosa Gudifio

INVERSA DE UNA MATRIZ UTILIZANDO LIBRERIAS numpy
Q@author: abisai.delarosa

Para estos ejercicios, se espera que el alumno haya entendido el proceso dey
—obtener una matriz inversa con todos los métodos

descritos, para después asi, hacer uso de este script y poder apoyarse de él,
—as? también como crear e tnvestigar qué mas

puede realizar con lo presentado
nimn

"nMEjemplo #1 M=[2 3
4 57"
import numpy as np #Se utiliza la libreria "numpy" para mandar a llamar a lay
< funcién array (arreglo) que servird para
#ordenar los elementos de nuestra matriz
m=np.array([[2,3],[4,5]]1)# Se realiza un arreglo con np.array para ordenar los,
wrenglones de la matriz, en cada [] wvan las
#columnas de la matriz
d=np.linalg.inv(m)# Se utiliza la funcidn "linalg.inv" para obtemer la inverzay
—de m

print("M'=",d) # Se <mprime la inversa

M'= [[-2.5 1.5]

[2. -1.1]

"""Una manera de comprobar que la Matriz inversa es correcta, es con la,
—stgutente funcidn: AA'=I"""
print (np.dot(m,d)) # Comprobacién AA'=I

[[1. 0.]
[o. 1.11]



Determinantes y regla de Cramer

Autor: Dra. Martha G. Alatriste Contreras

Cuaderno de ejercicios de calculo diferencial e integral y algebra lineal
Dra. Martha G. Alatriste Contreras

Ing. Abisai Israel De la Rosa

#Importamos las liberias a usar
import numpy as np

#Creamos los arrays o matrices que vamos a utilizar
a = np.array([[7,-1,30],[0.16%(60),0.12%(80),0.09%(30)],[0,-4,1]71)

aD = np.array([[500000,80,30],[68400,0.12%(80),0.09%(30)],[0,-4,1]])
aE = np.array([[60,500000,30],[0.16%(60),68400,0.09%(30)],[0,0,1]7])
aF = np.array([[60,80,500000],[0.16%(60),0.12%(80),68400],[0,-4,0]])

Calculamos el determinante de cada matriz con el metodo det() de la libreria de algebra lineal de numpy

deta = np.linalg.det(a)
print(deta)

detaD = np.linalg.det(aD)
print(detaD)

detaE = np.linalg.det(aE)
print(detaE)

detaF = np.linalg.det(aF)
print (detaF)

-999.5999999999998
-3479999.999999997
-696000.0
-2784000.0000000005

Aplicamos la regla de Cramer para encontrar los valores solucion

D = detaD/deta
print (D)

E = detaE/deta
print (E)

F = detaF/deta
print(F)

3481.392557022807
696.278511404562
2785.1140456182484



Ejemplo de Modelo Insumo-Producto

Cuaderno de ejercicios de calculo diferencial y algebra lineal
Dra. Martha G. Alatriste Contreras e Ing. Abisai Israel De la Rosa
Autor: Dra. Martha G. Alatriste Contreras

Agosto 2021

Este codigo esta escrito para introducir el tema de Modelo insumo-producto de Leontief y para introducir la programacion con Python.

#Importar librerias a utilizar
import numpy as np
from numpy.linalg import inv

Para empezar necesitamos los arreglos numericos (vectores y matrices): demanda intermedia Z, demadna final DF y producicion X.

sectors = [1,2,3,4]

% = [[80,120,48,35],
[150,60,80,120],
[48,50,175,20],
[72,90,125,80]]

Creamos un diccionario con los valores de demanda final y produccion utilizando dict(), donde produccionse calcula X = Z1 + DF

DFO = [[200],[320],[100],[500]]

DF0array = np.array(DFO0)

FDOdict = dict()

for index,item in enumerate(DFO0):
FDOdict[index] = item

X = np.dot(Z,np.ones((4,1))) + DF0array
Xarray = np.array(X.flatten())
print('X:',Xarray)

XDict = dict()
for index,item in enumerate(X):
XDict[index] = item

X: [483. 730. 393. 867.]

De acuerdo al modelo insumo-producto tenemos: X = Z1 + DF donde X es el vector produccion, Z es la matriz nxn de demanda intermedia, 1 es un
vector de unos llamado vector suma y DF es la demanda final. Si definimos a A = [aij] = [zij/xj] -> X = AX + DF Despejando X, obtenemos: X = (I-
A)"(-1)DF -> X = LDF donde | es la matriz identidad que tiene la misma dimension que Ay L es la inversa de Leontief.

Alist = []
for i in range(len(sectors)):
Arow = []
for j in range(len(sectors)):
if Xarray[j]!=0:
aij = z[i][j]/Xarray[]]
elif Xarray[j]==0:
aij = 0
Arow.append(aij)
Alist.append(Arow)
A = np.array(Alist)

print('A:',A)

A: [[0.16563147 0.16438356 0.1221374 0.04036909]
[0.31055901 0.08219178 0.20356234 0.1384083 ]
[0.09937888 0.06849315 0.44529262 0.02306805]
[0.14906832 0.12328767 0.31806616 0.0922722 ]]

Ahora creamos la matriz identidad | y la matriz L o inversa de Leontief.

a = len(A)
I = np.identity(a,float)
IA = I-A

L = inv(IA)

print('L:',L)

L: [[1.38993888 0.3013057 0.48547375 0.12009405]
[0.61129945 1.2872747 0.74599754 0.2424249 ]
[0.34243098 0.22554339 2.01878658 0.10092252]
[0.43127163 0.3033486 0.88842575 1.18966309]]

Si cambia la demanda final y tenemos que calcular cuanta produccidn en cada sector es necesaria para compensar este cambio, utilizamos lo que
estipula el modelo insumo-producto: X1 - X0 =L * (DF1 - DF0). Definimos el cambio en la demanda final como: df = DF1 - DFO

DF1 = [[210],[350],[115],[505]]

DFlarray = np.array(DF1)
df = DFlarray - DFOarray

Calcular el nuevo nivel de produccion despues del cambio en la demanda final

X1 = np.dot(L,DFlarray)
print('x1:"',X1)

X1: [[513.82113626]
[787.13332323]
[433.97702287]
[899.68787602]]

Si queremos el cambio en el nivel de produccion calculamos x = X1 - X0 = Ldf
x = np.dot(L,df)

print('x:',x)

x: [[30.82113626]
[57.13332323]
[40.97702287]
[32.68787602]]



226 Algebra lineal



Referencias

Chiang, A. (2006). Métodos fundamentales de la economia
matematica. McGraw Hill, 4a Ed.

Granville, W. A. (2015). Calculo Diferencial e Integral. Limu-
sa Noriega Fd.

Grossman, S. I. and Flores Godoy, J. (2012). Algebra Lineal.
Séptima Edicion. McGrawHill.

Varian, H. R. (2006). Intermediate Microeconomics A Modern
Approach. Eighth Edition.

Berson, M. J. (1996). Journal of Research on Computing in
Education. ERIC Number: EJ531085.

Haeussler, E. F., Jr. and Richard S. P. (2008). Matematicas
para administraciéon y economia. Prentice Hall. Décima
Edicion.

Aleskerov F., H. Ersel, y D. Piontkovski (2011). Linear Alge-
bra for Economists, Springer.

Gonzélez, S. E. y L. Speziale de Guzmén (1985). Apuntes
de Algebra Lineal, Division de Ciencias Basicas, Depar-
tamento de Mateméticas Basicas, Facultad de Ingenieria,
Universidad Nacional Autéonoma de México.

Goldwasser, M. and D. Letscher (2008). Object-Oriented Pro-
gramming in Python, Pearson Prentice Hall, New Jersey.

Lambert, K. (2012). Fundamentals of Python: First Programs
(Introduction to Programming), Course Technology, Cen-
gage Learning.

Dierbach, C (2013). Introduction to Computer Science Using

227



228 REFERENCIAS

Python: A Computational Problem Solving Focus. John
Wiley & Sons Ltd



