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Consideraciones para una leccion integradora J

TITULO: Comprensién de transformaciones lineales Y

Propuesta did4ctica: Actividad integradora para el aprendizaje de Algebra Lineal

Descripcion de la leccion )

La investigacion educativa ha mostrado que una estrategia efectiva para el aprendizaje
de matematicas implica entrelazar ejemplos con problemas practicos.

En esta leccidn, se integran ejemplificaciones que incluyen diversas representaciones,
ofreciendo ideas, comprension y las posibilidades de formar conceptos globales sobre
linealidad.

Aqui, se concibe que una leccién es un componente esencial de la experiencia de
aprendizaje. Se trata de una presentacion estructurada y dirigida de conocimientos,
actividades y recursos formativos disefiados para abordar un conjunto de subtemas de
'"Transformaciones lineales’, especificamente, para el curso de Algebra Lineal en la FES
Aragén-UNAM. El objetivo principal es facilitar la adquisicién y comprension de
conceptos en un contexto coherente y significativo para el campo de la ingenieria.

Esta leccion representa el resultado de la identificacién y establecimiento de un
conjunto especifico de actividades de aprendizaje. Su estructura proporciona
herramientas para evaluar y mejorar la capacidad de los estudiantes en la resolucién de
problemas complejos y no rutinarios, extendiéndose hacia la formulacién y abordaje de
problemas del mundo real, organizado en tres mdédulos: Las transformaciones lineales
ante nuestra vista, transformaciones lineales en el plano, propiedades de las
transformaciones lineales.



Justificacion ]

Normalmente, cuando se comienza el estudio de Algebra Lineal se resuelven sistemas
de ecuaciones algebraicas, en forma sistematica.

Conforme se continua el estudio de este campo, se analizan objetos de matrices y
vectores, para proseguir con fundamentos, los cuales se presentan en una forma
suficientemente general y abstracta que permiten estudiar objetos matematicos, tales
como ecuaciones, sistemas, matrices, vectores, funciones y, en general, objetos de
dimension n.

Lo anterior se refiere a que el concepto de linealidad se coloca en un marco general que
permite comprender conceptos claves que gobiernan a cualquier objeto de tipo lineal
ue surja en matematicas.

En este ambito, la linealidad es un concepto matematico con profundo impacto en
ingenieria, porque permite dos cosas:

La homogeneidad, o sea, escalabilidad en forma lineal:

f(ax) = af (x)
La adicion:

fx+x2) = fxg) + fx)

Asi que un objeto es lineal, cuando manifiestan las dos propiedades mencionadas.
Muchas relaciones lineales que existen en el mundo fisico respetan estas dos
propiedades, por ejemplo:

Velocidad: v = %

Fuerza: F = ma
Ley de Hooke: F = —kx
Trabajo: W = Fd
Ecuacién de una recta que pasa por el origen: y = mx
Voltaje: V = RI

Las transformaciones lineales juegan un papel vital en matematicas, especificamente
en algebra lineal, ya que se convierten en una herramienta esencial para comprender y



trabajar con espacios en dimensiones superiores. Al estudiar las transformaciones
lineales, los matematicos pueden obtener informacion sobre el comportamiento de los
espacios vectoriales y sus transformaciones.

Una de las aplicaciones clave de las transformaciones lineales es la resoluciéon de
sistemas de ecuaciones lineales. Al representar el sistema como una ecuacién matricial,
el problema se puede transformar en una interpretacion geométrica, donde la
transformacion lineal representa la relacion entre las variables. Esta interpretacion
geométrica permite una comprension mas profunda del espacio de solucién y
proporciona un enfoque mas intuitivo para resolver el sistema.

Evaluacion

Las actividades disefiadas para esta leccion se soportan por literatura especializada, en
la cual se pretende evidenciar cuando se percibe que se ha logrado la comprensiéon de
un concepto. En este caso, existen varias operaciones mentales, sin embargo, destacan
la de identificacion, representacion, generalizacion y sintesis.

En la leccion, las actividades son del tipo formativo, ya que estan orientadas a clasificar
y definir objetos y estructuras matematicas, asi como a identificar y analizar estructuras
dentro de situaciones no rutinarias y en un contexto real.

Se presentan ejemplos que plantean situaciones que ayudan al estudiantado, a ser
conscientes de sus interpretaciones intuitivas, que se refuerzan con definiciones.

Ademas, cuentan con actividades formativas, cuyas consignas por resolver plantean
retos a un pensamiento profundo y son del siguiente tipo: (a) clasificar y definir objetos
matematicos y sus estructuras, e (b) identificar y analizar estructuras matematicas en
una situacidén con tres evaluaciones formativas y un video.

Estas evaluaciones se encuentran insertadas en distintos momentos de la leccidn, bajo
una estructura de médulos, como una posibilidad de que su rol formativo soporte la

adquisicion y desarrollo de nuevos conocimientos y habilidades.



Bases del proceso de aprendizaje

En una situacién de aprendizaje como en una leccion, se crean espacios deliberados que
buscan promover la adquisiciéon de conocimientos y especialmente su comprension. En
su disefio se debera contemplar el aprendizaje, temario, objetivos y su enfoque, por
mencionar los més relevantes.

En esta leccion se favorece al pensamiento y procesamiento de informacion. Para lograr
la comprensién de conceptos, la teoria que soporta a esta leccién es la basada en la
cognicién, para organizar y adquirir nuevos significados, buscando la reconciliacion
ntegradora que implica también una diferenciacién progresiva.

Por ello, se ha empleado la perspectiva cognitiva, la cual promueve el razonamiento y
el pensamiento, para fomentar la comprensiéon de conceptos matematicos, y bajo una
perspectiva de actividades formativas, esto es, centrarse en el analisis y discusion de
diferentes interpretaciones de ideas matematicas, en tres grandes etapas (Segura,
2018).

Estructura de la leccién |

Ideas introductorias

Referencias tematicas de la leccion
Preambulo

Definiciones

Lecciéon formativa

Conclusiones

Bibliografia

Agradecimientos
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Comprension de transformaciones lineales ]

jHola!
Te damos la mas cordial bienvenida a la leccién de “Comprension de transformaciones
lineales”, que se sumerge en el fascinante mundo de la linealidad.

A continuacién, te presentamos una visiéon de las transformaciones lineales en
situaciones asociadas a la realidad que, hemos denominado “Transformaciones lineales
ala esquina de tu casa”.

Te presento dos ejemplos:

El primero, es de un edificio en la emblematica colonia Roma Norte de la Ciudad de
México.

Vista de referencia: El mismo edificio, desde un
ulo distinto:

Ahora, digamos que la imagen de la izquierda corresponde a la “primera imagen de
referencia”. Es una imagen alojada en una base de datos que tiene toda clase de
informacion asociada con el edificio- su ubicacién, historia, su distribucion, etc. Se
podria decir que la segunda imagen es una adquirida. Es una imagen que no se conocia
a priori, pero al rotarse y trasladarse la imagen, hubo un cambio de angulo y de
traslacion.

;Qué significa tener una imagen del mismo objeto tomada con un dngulo diferente?

Se refiere a que ambas estan relacionadas por una transformacion lineal, en la cual la
segunda fotografia representa una imagen de la primera y existe algtn tipo de regla de
correspondencia que, a cada elemento de la primera imagen le corresponde uno y solo



un elemento de la segunda imagen. Esa regla de correspondencia podria estar dada por
una transformacion ortogonal donde hay una combinaciéon de una rotacién con una
reflexion. Por ejemplo, para una rotacion se puede usar una operaciéon como:

0 1 0

[cosH 0 —sen@]
sen@ 0 cosf

Para que se pueda aplicar una traslacion, o sea modificar la posicion, una alternativa es
usar una matriz como la siguiente:

1 0 0 ¢
0 1 0 ¢t
00 1 ¢
000 1

En esta matriz, en la cuarta columna, se almacena “la cantidad de traslaciéon” para cada
componente de la imagen de referencia.

En este sentido una transformacién lineal se refiere a operaciones matematicas que se
usan para transformar y manipular datos.

Segundo ejemplo.

En ingenieria, uno de los desafios clave es optimizar la eficiencia de los procesos de
fabricacion, como procesos de transformacion. Si se tienen tres empresas, la primera
de industria de fertilizantes, la segunda, del sector agricola, y la tercera, de la industria
molinera. El mapeo lineal de una empresa a otra empresa es una funcién en la que la
salida de una es la entrada de otra.

Su representacion en un diagrama se podria ver as:

S, =E, Sy =E;

Fertilizantes

E, . Agricola A Molinera M S5

Y la transformaciéon T; de la Entrada E; es la salida S; que, a su vez, corresponde a la
siguiente E;. Una manera de escribir las transformaciones lineales es la siguiente:

T1(E1) =5 =K,
Tz(Ez) =S, =E;
T (E3) =53



Se observa, que la salida del bloque 1 (fertilizantes), entra al 2, y la salida de este
(Agricola), entra al bloque 3.

Sustituyendo estas condiciones en forma regresiva:
(T5(To (T (E)) = S3

Hay muchas razones para estar interesados en transformaciones lineales: Las
aplicamos a espacios vectoriales, como una alternativa para hacer un mapeo que
preserva la estructura lineal del espacio, esto es, nos ayuda a reducir la complejidad de
un problema al explotar Unicamente las propiedades que son de nuestro interés.

En este sentido, pueden surgir muchas preguntas que son campo de las
transformaciones lineales: ;Puedo componer transformaciones lineales como
funciones?, ;cudl es el rango de una transformacidn lineal?, ;si en matrices existe una
matriz nula, ;coémo se le llama a lo relativo al cero en transformaciones lineales?, si en
matrices existe el concepto de matrices invertibles, ;sucede lo mismo con
transformaciones lineales?



Referencias tematicas
Ubicacion de la leccion integradora

Licenciatura Ingenieria Industrial
Asignatura Algebra Lineal
Ubicacion
cular Segundo semestre
Referencias tematicas | “"Y , _ _
1 . Asignatura Métodos Numéricos, Investigacion de
de la asignatura subsecuente Operaciones |
Asignatura .
& Algebra, Geometria Analitica
antecedente
] L. Tema 5. Transformaciones lineales
Referencias temdticas y —

i Obietivo del tema Comprender el concepto de transformacion
competenclas de los ) ) lineal y las aplicaciones que tiene sobre los
temas incluidos en la espacios vectoriales.
leccién conforme al 5.1 Definicibn de transformaciéon entre

4
. espacios vectoriales, definiciones de dominio
plan de estudios de la . : -

o, Subtemas y codominio, y propiedad de linealidad
carrera de Ingenieria incluidos 5.1.1 Definicién de transformacién lineal
Industrial de la FES 5.3 Concepto y obtencién de la matriz
Arag 6n asociada a una transformacién lineal con

dominio y codominio de dimensioén finita

Objetivo de la leccion. Esta leccién comprende actividades formativas en el nivel de
COMPRENSION con los siguientes objetivos:

Utiliza graficos y representaciones visuales para ilustrar transformaciones lineales en el
plano o en el espacio bidimensional

Relaciona transformaciones lineales con operaciones de escalamiento y rotaciéon en

imagenes digitales

Visualiza como los vectores se transforman bajo la accién de una funcién o un mapeo
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[ Preambulo ]

Cuando una matriz A multiplica por un vector v, “se transforma” en otro vector w.
La entrada es v, la salidaes T(v) = w.

Como se puede observar T sigue la misma idea de una funcién. La variable
independiente se suele denominar x, la salida es f(x).

Para un vector v o una variable x, se multiplica por la matriz o se evalda en la funcién.
En transformaciones lineales se transforma todo el espacio V, cuando se multiplica cada

A porwv.

En la siguiente figura, la linealidad dice esto: cada punto de una linea, de un triangulo u
otro objeto genera una salida de una linea, un triangulo u otro objeto.

T(vs)

151

T(vy)

V2

En esta figura del tridngulo, el reto se encuentra en percibir a todos los vectores v a la
vez, cuya salida es otro triangulo.
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[Definiciones ]

Transformacion- Una transformacion es una operacion o aplicacién matematica entre
dos espacios vectoriales, V'y W, que preserva las operaciones de suma de vectores y
multiplicacion por escalares.

A las transformaciones lineales también se les llama funciones o mapeos denotados por
las letras T o f, como una regla que asigna a cada vector x, en un espacio real una
transformacion.

Formalmente, una funciéon

T:V->W
Se considera una transformacion lineal si, para cualquier par de vectoresuyvenVy
cualquier escalar c; se cumplen dos propiedades fundamentales:

a. Aditividad: T(u +v) =T(uw) + T(v)
b. Homogeneidad: T(cu) = cT (u)

El conjunto en R"™, se le lama dominio de T, y R™, se le lama codominio.

Dominio y codominio- Estos conceptos describen conjuntos de entrada y salida,
respectivamente.

El dominio de una funcién es el conjunto de todos los posibles valores de entrada, para
los cuales la funcién esta definida, esto es, el conjunto de valores sobre los cuales la

funcion opera y produce un resultado.

Por ejemplo, en

fl) =x?
El dominio son los todos los nimeros reales, ya que la funcidn estd definida para
cualquier nimero real.

El codominio de una funcidn es el conjunto de todos los valores posibles que la funcion
podria generar como salida.

En el contexto de las transformaciones lineales, estas representan el conjunto de
valores a los que la funcién podria mapear los elementos del dominio.

12



Es importante puntualizar que el codominio no necesariamente incluye a todos los
valores posibles que la funcién podria producir. Particularmente, destaca un
subespacio del codominio que se llama rango o imagen y representa a todos los valores
que la funcién realmente produce.

Reflexion- Una reflexién es una aplicacion de transformacion geométrica que invierte
la posicidn de puntos, vectores o figuras respecto a un plano o hiperplano, esto es, voltea
cada punto de una forma sobre la misma linea. Por ejemplo, en un espejo la imagen se
refleja simétricamente, es decir a 180 grados.

Rotacion- Una rotacién es una transformacion que rota (gira) puntos, vectores o una
imagen en un espacio vectorial alrededor de un punto fijo llamado “centro de rotacién”.
La rotacidn en el espacio tridimensional se describe a menudo mediante matrices de

rotacion. La rotacidn alrededor de eje i-ésimo (donde i puede ser x, y, z) por un angulo

4 0 se puede expresar mediante la siguiente matriz de rotacién.

y. Para una rotacién alrededor del eje x:
1 0 0
R,0 = |0 cos@ —sen@b
0 senf cosf

Para una rotacién alrededor de eje y:

cosd 0 —send
RyB = 0 1 0
senf 0 cos@

Para una rotacién alrededor del eje z:
cos@ —senf 0
R,0 = |sen@ cosO O
0 0 1

Aqui, cos 8 y sen 8 son funciones trigonométricas que dependen del angulo de rotacion
6. La aplicacion de estas matrices de rotacion a un vector v rota al vector alrededor del
eje correspondiente por el angulo 6. La eleccidon del eje y el angulo determina la
naturaleza especifica de la rotacién.

Aumento de tamano- El aumento de tamaiio, también conocido como escalamiento,
refiere a la transformacién lineal que modifica la magnitud de un vector por un factor
escalar. Esta operacion se puede representar mediante la multiplicaciéon de un escalar
por una matriz o un vector.

13



Imagen- La imagen de toda transformacion lineal es un subespacio del codominio, esto
es, siun elemento v, € V, pasa por una funcién de transformacidn, encuentra su imagen

enw; €W,

Esto es, una imagen se refiere al conjunto de todos los vectores a los que se puede llegar
aplicando una transformacién lineal a partir de un conjunto dado de vectores iniciales.
Este conjunto de vectores iniciales se conoce como el espacio de entrada, y el conjunto
de vectores resultantes después de aplicar la transformacién lineal se llama la imagen
de la transformacion.

En una transformacion, la figura original se llama preimagen y la figura final se llam
imagen. Por ejemplo, en la siguiente figura, la preimagen muestra la forma sin
alteracion, y en la imagen, el reflejo del objeto representa la transformacion.

Reflejo de la figura sobre el
ejey

Preimagen Imagen

( )

Vector- Un vector es un elemento de un espacio vectorial, que es una estructura
matematica compuesta por un conjunto de elementos, junto con dos operaciones
algebraicas: la suma de vectores y la multiplicacién por escalares.

Formalmente, un vector puede ser representado como una secuencia ordenada de
numeros reales o complejos. Por ejemplo, en un espacio vectorial V, entonces un vector

%1
(%)
Un

Donde v;, v,, ..., v, son los componentes del vector. Estos componentes dependen del

ven V, se puede expresar como

contexto especifico en el que se estd trabajando. Por ejemplo, en un plano
tridimensional se denota por las coordenadas (x, y, z).

14




Leccion formgtiva

Modulo 1. Las transformaciones lineales ante nuestra vista
Utiliza graficos y representaciones visuales para ilustrar transformaciones lineales en el plano
o0 en el espacio tridimensional.

Los resultados de aprendizaje son:

Representar objetos usando graficos, tablas y notaciones algebraicas.

Evaluacion formativa en distintas etapas del modulo 1.

Para comenzar el estudio de las transformaciones lineales, por simplicidad nos
concentraremos en objetos geométricos reales, para extendernos posteriormente, con
construcciones mas abstractas.

Observa las siguientes imagenes y sus descripciones:

Rotacion gira

Rotacion significa girar alrededor de un eje. La distancia desde el eje a cualquier punto
del objeto permanece constante. En este sentido, cada punto del objeto forma un circulo
alrededor del centro.




Reflexion | | voltea

Una reflexion es un giro sobre una linea, en donde cada punto esta a la misma distancia
de la linea central y la reflexion tiene el mismo tamafio que la imagen original. Cabe
mencionar que se cumple un principio de simetria.

Cambio de tamafio kf(x)
Te presentamos las siguientes representaciones graficas de los objetos de Windows
que hemos modificado, para facilitar tu aprendizaje:

Qp I
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La siguiente secuencia de imagenes muestra movimientos que producen las
transformaciones lineales, mas la traslacion (Véase Anexo 1).

S 2l i N

(Puedes describir con palabras los movimientos lineales que observas?

(JQUé te parecen estas?

;Qué transformaciones lineales ocurrieron?

Y, ;en estas?

17




Si no fuera por el
Algebra Lineal,
no podria hacer
esto.

Evaluacion formativa 1 J

Observa, lee con atencidn y elige la respuesta correcta.

Por ejemplo, ;qué tipo de movimiento se presenta?
NOTA: Revisa el anexo 1.

El objeto claro se ha movido 30 unidades en direccién positiva del eje x y 40 unidades
en la direccion positiva del eje y.

Solucidn. Esto se puede escribir asi:

(x,y) = (x + 30,y + 40)

1. La forma L con puntos en A’'B’'C’'D’E’F’ es la imagen de la forma ABCDEF después de
una reflexién, ;sobre qué eje o linea ha ocurrido la reflexiéon?

A

aats

a. Elejey b. La linea x=-3

18



C.

La linea y=x

d. La linea y=-x

Retroalimentacion

L

\

F

Cada punto es suimagen que debe estar a la misma distancia

de la linea del reflejo, la cual es y=-x

2. Cuando la forma L se rota sobre el origen (0, 0), por 902 en contra de las manecillas
del reloj, ;como se vera el producto?
Nota: observa la figura sombreada.

Ay

D: i

I

I Y2

>

C.

X3

2l

¥

Larespuesta es c.

3. El rectangulo ha cambiado su tamafio con un factor de 2.5 y con un punto central
en (0, 1). ;Cual es la imagen correcta?

Ay

4

X
>

19




’
#

c. d.

La respuesta es a.

4. Se ha cambiado el tamafio del tridngulo por un factor de 2 con punto central en (3,
2). ;Cudl es la imagen correcta?
AY

-

Ay

20



AY

¥x

La respuesta es b.

5. El rectangulo se desliza a una nueva posicion, ;Cudl de las siguientes opciones
muestra la nueva posicion del rectangulo?

C. d.
Retroalimentacion. Para el traslado cada esquina del rectdngulo debe moverse en la

misma distancia en la misma direccién, como se muestran en las flechas:

21



Las transformaciones lineales son una forma de asignar una operacion a un objeto, de
tal forma que algunas no cambian al objeto, tales como, las rotaciones, reflexiones
cortes o proyecciones. Otras transformaciones cambian el tamafio de la forma desp
de su transformacion.

Moddulo 2. Transformaciones lineales en el plano
En el siguiente mddulo, se estudiara como comprender transformaciones lineales desde
la perspectiva de algebra lineal, en dos formas: desde una perspectiva geométrica y
desde una perspectiva de solucion de sistemas lineales.

Los resultados de aprendizaje son:

Relaciona transformaciones lineales con operaciones de escalamiento y rotacion en
imagenes

Distingue como la definicion de transformacion lineal genera cambios en cuerpos
geométricos

Generaliza aplicaciones de transformaciones lineales mediante el empleo de
multiplicaciones

Evaluacion formativa en distintas etapas del modulo 2

En forma intuitiva se han visualizado vectores que forman un objeto, y su
representacion geométrica cuando “pasan” por una transformacion lineal. De manera
que, si se tiene ese objeto o esa figura en el plano xy, entonces se puede aplicar una
funcién T, para obtener una figura transformada.

Resulta que todas las transformaciones lineales se construyen combinando procesos
geométricos simples como rotacidn, estiramiento, contraccién, corte, reflexiones o

proyecciones. Como consecuencia, las transformaciones lineales son importantes
cuando se grafica por computadora, como se ha podido apreciar con el médulo anterior.

Tal es el caso de si se quiere representar un objeto tridimensional en un plano
bidimensional, y se pretende observar al objeto desde varios angulos, entonces, las
proyecciones y rotaciones entran en juego.

Otro ejemplo es cuando se pretende que el espectador tenga una impresion de
alejamiento, bastara con reducir un objeto en 3D.

Para controlar estos movimientos, las trasformaciones lineales emplean matrices y
vectores. Una forma de estudiar transformaciones lineales es aplicando la

22




multiplicacion de matrices, lo cual permite ver como la operacion, por ejemplo, de un
cuadrado unitario se ve afectada.

Ejemplo 1. Sea un cuadrado unitario, con coordenadas{(0,0), (0,1), (1,0), (1,1)}.
Cada coordenada representa los puntos que forman un cuadrado que también se

ol 2] Lol 1

Por otro lado, se considera a la matriz A

a=|

pueden ver como un vector

1 4
2 3

;Qué sucede si se realiza la multiplicacion de la matriz por cada uno de los vectores?
Nota: Recuerda que existe una regla para la multiplicacién de matrices, asimismo, no

hay conmutatividad en esta operacion.

En caso de querer facilitar las operaciones se pueden integrar los vectores, en una

matriz B:
SR
1 4170 1 0 1
AB:[Z 3][0 01 1

Al resolver en esta forma, se ahorra tiempo:

0 1 4 5

AB=1g 2 3 5

La matriz A ha generado transformaciones en cada uno de los vectores, donde los
vértices han sido marcados para facilitar su visualizacion, y de un cuadrado unitario
queda ahora un paralelogramo.

Al observar con mayor detalle los vértices, se puede observar que el de color verde

ha intercambiado lugar con el de color azul. Asi que, la matriz de A no solo
transformo al cuadrado unitario a la forma de un cuadrilatero, también lo giro.

¢
a
» »
> 2
- » l T >

23




transformar nuevamente al cuadrado unitario.

Ejemplo 2.
_[0 -1
a=[; %]
De nuevo se tienen los vectores integrados en la matriz B:

0 011

32[0101

Veamos ahora otra aplicacidon de otra matriz que funcionara como herramienta para

Se procede a realizar la multiplicacion:
_J0 =130 0 1 1
AB_[1 0][0 10 1]
_J0 -1 0 -1
AB _[0 0 1 1]
y y
11—0 -I
4 O— X
1

contra de las manecillas del reloj.

De nuevo con la transformacion, el cuadrado se ha movido, se roté 90 grados en

Con los dos ejemplos, nuestra intuicién indica que los objetos se transforman via la

multiplicacion.

Antes de proseguir conviene que vuelva a observar los dos ejemplos y analice sobre lo

que ha ocurrido:

(a) El vector cero 0, no se mueve. Por lo tanto, A0 = 0.
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(b) El vector [2] del cuadrado unitario al ser transformado, jse convierte en la segunda

columna de A!

c) El vector 1 del vector unitario al ser transformado, jse convierte en la tercera
0

columna de A!

(d) El vector [ﬂ, al ser transformado, se convierte en la suma de las dos columnas de

la columna A.

Ahora, volvemos a reflexionar acerca de esos cuatro puntos.

El primero, 0, siempre se transforma a 0 a través de la multiplicacién de matrices
Sobre los incisos (b) y (c), veamos lo siguiente:

a=[ Y a=[ a=[]

e ahi que,
ae =2 gl[i]
= b_
d.
1e =[0Gl
= [c

Con ello se puede explicar por qué el vector se transforma en el primero o segunda de
la matriz A.

A continuacion, se presentan algunas transformaciones comunes y el tipo de matrices
que realizan esas operaciones. En las siguientes figuras se proporcionara una matriz de
transformacion junto con una imagen del cuadrado unitario transformado. El cuadrado
unitario original se dibuja en color gris y también como referencia.

Estiramiento horizontal por y

un factor k (k1)
[k 0
0 1 .
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Estiramiento vertical por un

factor k
[1 0
0 k

Corte horizontal por un factor

k
o 1

Corte vertical por un factor k

i 1

Reflexion horizontal sobre el

ejey
[0 il

Reflexion vertical sobre el eje

o
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Reflexion diagonal sobre la
recta y=x
[0 1
1 0

Rotacion alrededor del origen

por un angulo 6 w0

[cos@ —senf
senf cosO

Proyeccion sobre el eje x-Notar y
que el cuadrado esta aplastado ;
sobre el eje x .
[1 0 |
0 0 ' X
1
Proyeccion sobre el eje y-Notar y

que el cuadrado esta aplastado
sobre el ejey (1.k)
[0 0 .

0 1 X

Ahora se ha conocido una lista de transformaciones que se pueden realizar en el plano
cartesiano, se presenta un ejemplo en el que se define la transformacion deseadea.

Ejemplo 3. Encuentre una matriz A que transforme un objeto conforme las operaciones
en el siguiente orden:

Corte vertical por un factor de 0.5

Rotacién en contra las manecillas del reloj con un dngulo de 8 = 30°
Estiramiento horizontal por un factor de 2

d. Reflexion diagonal alrededor de la recta Y=x

0 ow

Solucién. Se requeriran vectores unitarios y la definicion de las matrices de
transformacion.
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_[1 o0
A= [0.5 1]
Después de esto, se define la rotacion en sentido antihorario:

1
_ [00530° —sen30°] _ V3/2 2
, = =
sen30° cos30° 1
> V3/2

Se respeta el orden de las multiplicaciones
Ay Ay

Asimismo, se definen las operaciones
_[2 0 _[0 1
a=lg 4 v A=) o

Las operaciones
0.9333 0.866

Asdzdrdy = [ 1232 -1

Actividad formativa 2 )

Lee con atencidn y elige la respuesta correcta.

1. Elsiguiente cuadro unitario ha sido transformado. Determine cual ha sido la

matriz que ha permitido dicha transformacion.
y

—dq x
1
12 1 12
a. A_g %] b. A_%?L
c. A=; 4] d. A=}

La respuesta es b.

28



2. Se presenta una lista de operaciones, determine la matriz A que realiza tales
operaciones en el plano cartesiano.

+ Un corte vertical por un factor de 2

+ Un corte horizontal por un factor de 2

a A=[§ 2 b. A=[§ i]
a=], 5 a a=[; ;|

La respuesta es a.

3. Se presenta una lista de operaciones, determine la matriz A que realiza tales
operaciones en el plano cartesiano.

+ Un corte horizontal por un factor de 2

+ Un corte vertical por un factor de 2

a Az[g i b, Az[é i]
a=], 5 a a=[} 7]

La respuesta es c.

4. A continuacién, se dan dos transformaciones. Dibuje el cuadro unitario bajo el
conjunto de trasformaciones. ;Son lo mismo? Reflexiones su respuesta.
a. Unareflexion horizontal sobre el eje y, seguida de una reflexion vertical
sobre el eje x, en comparacion con
b. Una rotacién en contra de las manecillas del reloj, por 1802.

a. Sisonlo mismo ‘ b. No sonlo mismo

La respuesta es b.

5. A continuacion, se dan dos transformaciones. Dibuje el cuadro unitario bajo el
conjunto de trasformaciones. ;Son lo mismo? Reflexiones su respuesta.
a. Unareflexion sobre la recta y=x, seguida de una reflexion sobre el eje x, en
comparacién con
b. Una reflexién sobre el eje y, seguida por una reflexion sobre el eje y=x

a. Sisonlo mismo | b. No son lo mismo

La respuesta es b.
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Moddulo 3. Propiedades de las transformaciones lineales
Los resultados de aprendizaje son:

Visualiza cémo los vectores se transforman bajo la accién de una funcién o un
mapeo

Evaluacion formativa en distintas etapas del médulo 3.

Con los modulos anteriores se ha visto que una matriz funciona como “el elemento
transformador” sobre un vector.
Por ejemplo, si se tiene a la matriz

2 1 1
4=z 1 —1]
Y se tiene, ademas, a un vector
1
x=|—4
-3
se multiplican
1
2 1 1 -5
ax=[3 1 _4]_[2]
-3
1 -5
En otras palabras,six = |—-4|y b = [ 5 ], entonces, a transformé a x en b.
-3

Asimismo, si se tiene en cuenta lo que A ha realizado sobre un vector x que tiene
coordenadas (¥, y, z) y lo ha transformado en un vector b, en R?, con coordenadas Xy.

Al realizar un andlisis mas profundo de esta situacién, A es una matriz de orden 2x3, o
sea,

A 6R2x3

Esto puede dar una nueva nocién para abordar, por ejemplo, en funciones que
transforman un vector a otro vector.

30



En la seccion previa se discutieron transformaciones estandar sobre el plano
cartesiano.

Se ha usado el término “transformaciéon” para describir como cambian los vectores. De
hecho, “transformacion” es un sinénimo de “funcién”. De la misma forma que usamos

f(x) = x?

Si A es una matriz de transformacién, entonces, se puede crear una funcién de la forma
T(x) = Ax

Esto es, un vector es la entrada y la salida es x multiplicado por A.

Cuando se define f(x) = x?, se deja que el lector asuma que la entrada de hecho es un
imero. Pero si se deseara establecer completamente la relacion, entonces se tendria

f:R - Rdonde f(x) = x?

f representa a la funciéon de transformacion. En ocasiones, se utiliza la siguiente
notaciéon T: V-=W, donde Ty fhacen referencia a un concepto similar.

«.n»

Los dos puntos “” se refieren a “tal que”, y/o también a “es”, esto es, una condicion
necesaria.

Posteriormente, se indica que la entrada fue un nimero real (esto corresponde a la
primera R).

-, significa el proceso de transformacién y se lee “en”.

Luego, con la segunda R, se da a indicar que la salida es también un niimero real.

Ejemplo 4. Definir una transformacién, donde el objeto en 2D se transforme en otro
objeto en 3D, via la multiplicacion de una matriz A.

Solucion.

2

x

X 1

. 2 3 1 _

T:R* - R° donde T [xz] = [29(1
X1X2
Observe que la entrada fue un vector en 2D y la salida genera un vector 3D. Una
muestra es
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]

Definicién:

La notacion T: R™ — R™, como se ha mencionado indica que el dominio de T es R", y
el codominio es R™.

/‘/
Para x en R", el vector T(x) se le llama imagen de x sobre T.
El conjunto de todas las imagenes T(x) se llama el rango de T.

-100

Se observa que lo mostrado en el plano verde es el conjunto de todos los puntos que T
son salida de la T para algunas entradas de x. De manera que el dominio de T esta en T
R?, y el codominio estd en R3, y el rango de T es el plano verde. ‘

Considérese ahora, que se tiene de nuevo el cuadro unitario como con el que se trabajo
en el moédulo 2.

32




L)

Se aplica un corte horizontal de la siguiente forma

1 k
0 1
Con la matriz
1 15
A= [o 1 ]
Se define que T'(x) = Ax
T:R? > R2

a imagen queda ast:
imagen = [1 1.5] [0 1 10
0 1110 0 1 1

[0 1 25 15

34

2
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Ejemplo 4. Sea la funcién de mapeo lineal f: R3 —» R3. Calcular la imagen de fen el plano

Xy.
Solucién:
z El punto (x, y, z) en el espacio 3D, se proyecta
sobre el plano xyen 2D.
La funcién de transformacién debe ser inyectiva,
Jexy2) ya que se trata con puntos en 3D.
>Y : .
/ Ahora, su imagen (codominio) es (X, y, 0), la cual
— A es una transformacion de la coordenada original
X R (dominio).
. . : _1 -3 5 . N
Ejemplo 5. Considere la matriz de 2x3, A = [2 4 _1]. Determine el siguien

mapeo
T:R3 - R?
;Qué operacion define la posibilidad de la transformacién de R3 - R??

Solucién. En el problema se solicita transformar la matriz de R3 a R?, por medio de
una funcién de mapeo.

Para transformar la matriz de R3 a R? aplicando la funcién de mapeo, se utiliza la
siguiente estructura:

Mpgs * f(m) = Mg,
Se procede a proponer un vector cualquiera como funcién de mapeo:

2 % aloe=[kl,

De acuerdo con el orden de la matriz propuesta y al orden del vector solucién, se
infiere que f(m) debe ser un vector de orden 3x1.

Se propone un vector de ese orden, por ejemplo, \ 1 ]

2 m[ ] =[5 231

Para valorar la generalidad de las transformaciones lineales, se presenta a continuacion
un ejemplo en el ambito de ingenieria.
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Ejemplo 6. Una compaiiia fabrica dos tipos de productos, B y C. Al respecto, requiere de
materiales, mano de obra, y los denominados, gastos generales.

Por el valor de $100.00 pesos del producto B, se gastan $45.00 en materiales, $25.00 en
mano de obra y $15.00 en gastos generales.

Asimismo, por el valor del $100.00 del producto C, existe un gasto de $40.00 en
materiales, $30.00 en mano de obra y $15.00 en gastos generales.

™
Se trata de determinar si existe linealidad en este caso.
Solucién.
Se construye una matriz de costo unitario.
45 40
U=125 30]
15 15

En donde, el primer renglon, representa los materiales, tanto para los productos B y
C, posteriormente, el segundo renglén, denota la mano de obra, y el tercero, los gastos
generales.

X1 .
Ahora, sea [x ] un vector de produccion, donde x; corresponde a los pesos del
2

producto B, y x,, los pesos del producto C.
Con ello, se puede definir la transformacién
T:R? - R3

Esto es,
T(x) =U(x)

Costo total de materiales 45 40
Total de costo de mano de obra| = x1 |25 + x, |30
Gastos totales 15 15

El mapeo de T transforma una lista de cantidades de produccién en una lista de total
de costos.
La linealidad de este mapeo se refleja en dos formas:
a. Sila producciéon aumenta por un factor, por ejemplo, de 4, entonces esto se
vera de x a 4x, entonces los costos aumentaran con el mismo factor, de
T(x) a 4T (x).
b. Sixyyson vectores de produccion, entonces el costo total del vector asociado
con la produccién combinada de x + y es precisamente la suma de los
vectores de costos T (x)y T (y).
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Evaluacion formativa

Sobre los siguientes ejemplos, determinar si las transformaciones son lineales o no.
Sobre los siguientes ejemplos, determinar si las transformaciones son lineales o no.

LT [2] = 3x;1+—x;2]

a. Estransformacion lineal b. No es transformacion lineal

2 ] =2 1]

a. Es transformacion lineal b. No es transformacién lineal

3 T[i;] _ [x1 +1

x, +1
a. Es transformacion lineal b. No es transformacion lineal
X11 11
4. 7] =[]
a. Es transformacion lineal b. No es transformacion lineal
X11 _ 10
5. T[] = o]
a. Es transformacion lineal b. No es transformacion lineal

Hay mas cosas que explorar con las transformaciones lineales. Obviamente, siguen los
espacios en 3D, asi como en otras dimensiones.
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Conclusiones J

En resumen, la comprension del concepto de transformacion lineal es esencial en
algebra lineal, ya que proporciona un marco matematico para analizar y manipular
vectores en espacios vectoriales. La linealidad de estas transformaciones, expresada a
través de propiedades como la adiciéon y la homogeneidad, permiten simplificar el
estudio de funciones entre espacios vectoriales. A través de ejemplos visuales,
aplicaciones practicas y conexiones con diversas disciplinas, los estudiantes pueden
interiorizar cémo las transformaciones lineales impactan la geometria, la
programacion, el analisis de datos y muchas otras areas. Como docente, fomentar un
enfoque visual, la resolucién de problemas practicos y la participacién en discusiones
puede mejorar la comprensidon y aplicacion de estos conceptos, preparando a los
estudiantes para abordar desafios mas avanzados en algebra lineal y disciplinas
relacionadas.

Anexo 1
_

LAS TRASLACIONES NO SE REPRESENTAN COMO TRANSFORMACIONES LINEALES,
ya que no satisfacen las propiedades de homogeneidad y de adicidn.

Esto sucede, porque no se preserva la suma de vectores y la multiplicacién por un
escalar.

Sin embargo, se han incluido en esta leccién porque permiten estudiar de una mejor
forma superficies de objetos en forma dinamica.

Traslacion Desliza

Para que ocurra la traslacién de un objeto, cada punto de la forma debe moverse: (a) en
la misma direccidn, (b) sin rotarse, y (c) sin cambiar su tamafio.




La traslacién ocurre en dos direcciones: - y .
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