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CONSIDERACIONES PARA UNA LECCION INTEGRADORA

Propuesta didactica: Actividad integradora para el aprendizaje de Algebra Lineal

Descripcion de la leccion

- |

La integracion de practicas de evaluacion formativa en el disefio de lecciones de
matematicas puede redundar en un aprendizaje mas efectivo. Ademas, esta estrategia
puede ser un respaldo valioso para los educadores, al desarrollar sus propias
metodologias de evaluacion formativa en otras lecciones de matematicas.

En el contexto de este documento, una lecciéon se define como un componente
fundamental de la experiencia de aprendizaje. Consta de una exposicion estructurada y

dirigida que abarca conocimientos, actividades y recursos formativos relacionados con
los subtemas de 'Espacios con producto interno y proyecciones' dentro del marco de la
asignatura de Algebra Lineal. El objetivo principal de estas lecciones es facilitar la
adquisicion y comprension de conceptos especificos.

Justificacion

-

1. Para que el estudiante obtenga un conocimiento mas completo del curso de
Algebra Lineal, es necesario que comprenda el significado de producto interno
de dos vectores para su estudio en espacios vectoriales y transformaciones
lineales.

2. Sumamente importante la comprension de producto interno cuando es
ortogonal o no, en la aplicaciéon de conceptos en geometria y trigonometria
aplicados a problemas de ingenieria.

3. Suimportancia radica en que el producto interno de dos vectores reafirma sus

conocimientos de importantes leyes de geometria y trigonometria.




https://www.calculisto.com/topics/producto-interno/summary/788

Bases del proceso de aprendizaje

-

La leccién se disefié utilizando un enfoque geométrico basado principalmente en el
teorema de Pitagoras.

El tema de producto interno en espacios vectoriales es posible abordarlo desde un
enfoque matematico basicamente, pero dada la complejidad del tema se prefiri6
abordar el tema de producto interno de dos vectores bajo un enfoque netamente
geométrico y dado que uno de los subtemas de mayor importancia es el calculo del
angulo entre dos vectores, se hace mencion en la leccién, de la desigualdad de Schwarz
que nos ayuda a la comprensidn.

De esta forma, el enfoque se fue conformando hacia una linea geométrica
proporcionando al estudiante los medios y recursos geométricos necesarios basicos
para comprender la importancia que representa el producto interno de dos vectores en
los problemas en que el ingeniero se vera involucrado cuando realice aplicaciones en
calculos de diferente indole.

El desarrollo de la leccién se conformo6 de tal manera, que se inicia con conceptos que
el estudiante ya conoce y domina y en forma gradual se introduce, con ayuda de la
geometria y la trigonometria al concepto de producto interno vectorial, a su aplicacion
y comprension del comportamiento de dichos elementos.

La leccidn trata de evitar el desarrollo y demostracion de algunas de las féormulas
tratadas aqui, pero sin perder la seriedad matematica requerida en este tipo de
lecciones, se “platican” algunas férmulas que son inevitables, debido a la naturaleza del
tema. La leccién se enriquece con ejemplos caracteristicos que ayudan a la mejor
comprension de la aplicacion de los vectores y sus productos internos en la solucion de
algunos temas relacionados.




El curso estd estructurado con el desarrollo de la leccién y ejemplos representativos de
los temas tratados en la leccion. Se incluyen 14 ejemplos que muestran cémo se aplican
los temas tratados en situaciones geométricas y matematicas, de productos internos.

Destaca, que se ha generado exclusivamente para esta leccién una aplicacion con
coédigo propio de cuarta generacidn en ambiente grafico, cuya caracteristica
formativa es que el usuario (estudiante) sepa como probar los axiomas del producto
interno en el espacio R"™.

En el anexo 1. Se agrega un tutorial para su uso.

En esta leccidn se trata de que el estudiante, comprenda y aprenda a distinguir cuando
es necesaria la aplicacién del producto interno de dos vectores. Lo formativo de la
leccion consiste en que se le invita al estudiante a comprobar los resultados anotados
en los ejemplos, ya que en algunos se le presenta la respuesta correcta a lo solicitado,
mas no se muestra el desarrollo completo de la solucién, lo que da pie para que el
estudiante trate de comprobar si la solucién mostrada es realmente correcta.

Estructura de la leccion .
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Producto interno en el espacioR"

Ideas Introductorias

iHola!

Te extendemos una calida bienvenida a la leccion sobre “Producto interno en el espaci
R™” la cual presenta de manera concreta, tanto matematica como geométricament
premisa de que la distancia mas corta entre vectores es una recta perpendicular.

A continuacion, te animamos a leer las ideas introductorias, en donde se ofrece
perspectiva sobre vectores y su definicion.

Vectores y Tuplas

Un vector es un elemento que tiene magnitud, direccién y sentido. Entonces, pensemos
en un ejemplo de lo que no serfa y lo que seria un vector. Si alguien te dice que un carrj
se mueve a 20 km/h, esta informacion en si misma no es una cantidad vectoria
estd especificando una magnitud. No sabemos en qué direccién se mueve es
ue avanza a 20km/h. Asi que, la velocidad no adquiere un sentido vectori
especifica la direccion y el sentido

Si, el carrito se mueve a 20 km/h con 35 grados hacia el este, ahora el co
velocidad es un vector. Sucede que se estd operando en dos dimensiones. Esto se
ampliar a tantas dimensiones como queramos.

(carrito|magnitud|direccion|sentido)

Otro ejemplo, un investigador llamado Shannon (1916-2001) dijo lo siguiente: Si ya
sabes la respuesta, entonces “eso” no es informacién. Hoy en dia, se suele trabajar con
formularios de informacién personal. A continuacidn, se presenta la de un paciente de
un centro de salud:

Edad: 27 Género: M
Altura: 1.70 m Peso: 80 kg
Presion arterial: 110 sobre 90 Nombre: Joel Toledo

En apariencia esta tabla presenta cierta informacion, independientemente, de la forma
que se elijan las etiquetas “edad”, “nombre”, “altura”, etc., las cuales parecen ser
innecesarias, pero, ademas, los datos requeririan presentarse en forma ORDENADA,

como te lo presentamos aqui:



Joel Toledo M 27 1.70 80 110 sobre
920

Esto conduce a que se podria generar un listado compacto, y mejor aun, si el arreglo
permite colocar etiquetas generales por orden de importancia:

Nombre Género Edad Altura (m) Peso (kg) Presion
arterial

Joel Toledo M 27 1.70 80 110 sobre
90

Ahora si, se tiene un tipo de vector, al que se le llama tupla, el cual esta constituido de 6
valores: el nombre del paciente, su género, edad, altura, peso y presion arterial.

Asi que, las tuplas se usan habitualmente para representar colecciones de datos o
secuencias ordenadas de objetos de distintos tipos en una determinada estructura.

Recuerda que para estudiar vectores y/o tuplas, debemos estructurarlos para que
verdaderamente representen estructuras de datos, los cuales pueden ser cantidades,
cadenas de texto, o arreglos de datos.

En esta lecciéon te introducimos a la comprensiéon y manejo de los vectores.
iBienvenidos!



Referencias tematicas

Ubicacion de la leccion integradora .

Ingenieria Industrial

Licenciatura
Asignatura Algebra Lineal
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] L. curricular
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. Asignatura Métodos Numéricos, Investigacion de
asignatura i
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antecedente
Tema 4. Espacios con producto interno

Definir y entender el concepto de
producto interno que presentan algunos
espacios vectoriales.

Objetivo del
tema 4

Referencias temdticas y
competencias de los temas
incluidos en [la leccion,
conforme al plan de
estudios de la carrera de|Subtemas
Ingenieria Industrial de la|incluidos
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4.1Definicion de producto interno en un
espacio vectorial
4.2 Definicion de ortogonalidad y
angulo entre vectores de un espacio con
producto interno
4.2.1 Definicibn de conjuntos
ortogonales y ortonormales
4.2.2 Obtencion de las coordenadas

de un vector respecto a una base
ortogonal y una base ortonormal
Objetivo de la leccion. Esta leccion se ha orientado a la comprension del tema con el
siguiente objetivo:

El objetivo de este modulo es que el estudiante adquiera una comprension profunda del
significado del producto interno entre dos vectores en un espacio vectorial R" .
finalizar, se espera que el estudiante haya desarrollado la capacidad de compre
icar este concepto de manera efectiva en diversos contextos matematicos.




Preambulo

El producto interno en R" tiene una historia rica y diversa en el desarrollo de
matematicas.

El primer uso del concepto de espacio vectorial con producto interno se debe a
matematicos como René Descartes, Carl Friedrich Gauss, Hermann Grassman y otros
quienes trabajaron en el campo de algebra lineal y geometria analitica.

Uno de los hitos importantes en la historia del producto interno en R" fue la
introduccién del concepto de producto escalar en geometria analitica por Descartes en
el siglo XVII, en donde se estableci6 la nocién de producto escalar como una forma de
medir la relacién entre dos vectores.

Gauss y Grassmann contribuyeron significativamente a la teoria de espacios vectoriales
y productos internos, en donde se establecié que un espacio con producto interno es un
espacio vectorial real o complejo con una operaciéon llamada producto interno. El
producto interno de dos vectores en el espacio es un escalar, a menudo indicado con
corchetes angulares como en < a, b >. Los espacios de productos internos generalizan
los espacios vectoriales euclidianos, en los que el producto interno es el producto
escalar de coordenadas cartesianas que, luego son sumadas, generando un escalar.

Los productos internos permiten definiciones formales de nociones geométricas
intuitivas, como longitudes, angulos y ortogonalidad (producto interno cero) de
vectores.

En el siglo XX, el producto interno en R™ encontré aplicaciones en diversos campos de
las matematicas y la fisica. Ademas, se desarrollaron técnicas sofisticadas para estudiar
y calcular productos internos en espacios vectoriales de dimensién finita, lo que
condujo a importantes avances en areas como la geometria diferencial y el andlisis
diferencial.



Definiciones

-

Vector: conjunto de elementos relacionados en un espacio R" con magnitud, direccion
y sentido, a través de un sistema de coordenadas.

Matriz: conjunto de uno o mas vectores relacionados entre si.

Producto interno: Multiplicacién de dos vectores, de tal forma que su producto genere
un escalar en el campo de los reales. Si @ y b son vectores, entonces, el producto interno
estara dado por a‘b.

Espacio con producto interno: Para que el producto de dos vectores sea un producto
interno se deben cumplir los siguientes axiomas:

<v,v>=0
<v,v>=0siysolosi(si)v=0
<uyv+w>=<uv>+<uw>
<ut+v,w>=<uw>+<v,w>
<u,v>=<vu>
<kwuv>=k<uv>

<ukv>= k<uv>

10




https://www.nibcode.com/es/blog/1175/el-problema-de-la-semana-bases-
ortogonales

Conjunto ortonormal: El conjunto de vectores {v;,v,,vs,...,v,} €s un conjunto
ortonormal en V, si:

a. <wv,v;>= 0,parai #j

b. [lvill = V<vv>=1

Si solo se cumple a., entonces se dice que el conjunto es ortogonal.

Independencia lineal: Cualquier conjunto finito de dos vectores ortogonales diferentes
de 0 en un espacio con producto interno es linealmente independiente.

Conjunto ortonormal: Cualquier conjunto finito linealmente independiente en un
espacio con producto interno se puede convertir en un conjunto ortonormal, mediante
el proceso de Gram-Schmidt. En particular, cualquier espacio con producto interno tiene
una base ortonormal.

Proyeccion ortogonal: Sea H un subespacio del espacio con producto interno V con una
base ortonormal {u,, u,, ..., u,}. Si v € V, entonces, la proyeccién ortogonal de v sobr
H denotada por proyyv, esta dada por:

proyyv = < v, Uy > Uq + < v, Uy > U, + < U, Uy > Up

Base ortonormal: Sea H un subespacio del espacio de dimension finita con producto
interno V. Suponga que H tiene dos bases ortonormales {uy, u,, ..., ux} y {wy, w,, ..., wy }.
Sea v € V, entonces,

< v, Uy >u1 + < v, Uy >u2 + e+ < U, Uy >uk =< v, Wy >W1+< v, W,
>wy 4 < v,w > wy

11



Complemento ortogonal: Se H un subespacio del espacio con producto interno V.
Entonces, el complemento ortogonal de H denotado por H* = {x € V (x,h) = 0Vh €
H}

Subespacio ortogonal: Sea H un subespacio del espacio con producto interno V,
entonces

(1) Ht es un subespacio de V
(2)H*NH =0
(3)DimH =n—dimH,sidim=n< o

Proyeccion ortonormal: Sea H un subespacio de dimensidén finita del espacio con
producto interno V' y suponer que v € V. Entonces, existe un par unico de vectores h 'y
p,talesqueh € Hyp € HL,y

V=h+p
Donde
h = proy};
Si V tiene dimension finita, entonces,
p = proyi”

Proyeccién en un subespacio: Sea H un subespacio de dimensidn finita en un espacio
vectorial V con producto interno y sea v un vector en V. Entonces, proyeccion

proyy

Es la mejor aproximacién de v por un elemento en Hen el siguiente sentido: Si h es
ualquier otro elemento de H, entonces

lv— proyj I<llv—n~hl

12



Leccion formativa

- |

Se llama producto interno de dos vectores x y y al ntimero escalar x”y. Si este producto
interno es igual a cero, se dice que los vectores son ortogonales, o sea, que el angulo que
forman dicho dos vectores es un angulo recto.

Pero como no siempre el producto interno es cero, el angulo que forman no es un dngulo
recto.

Es interesante saber como se relaciona al producto interno con su angulo, aunque el
caso ortogonal es mds interesante.

Supongamos que tenemos vectores @ y b en el espacio R" formando entre ellos, un
angulo cualquiera como se ve en la figura 1.

““3

bf(b.,bz,...\:n)

\ af(aua\,...an)

v

X

Xy

Figura 1. Angulo entre dos vectores

Sobre el vector b se marca un punto b y queremos encontrar su distancia a una recta en
la direccién del vector a.

Entonces, se busca el punto p de la recta que esté mas cercano a b. En este caso, la recta
une b con p es perpendicular al vector a.

ectores no son ortogonales, la solucién nos sitia automaticamente en la
idad y lo mismo sucede si en lugar de una recta, tenemos un plano o cualquier

esde b, trazamos una perpendicular al subespacio S, entonces, p es el punto d
a perpendicular cruza al subespacio.

El problema que se ha descrito geométricamente se identifica con el problema de la
solucién mediante minimos cuadrados a un sistema sobredeterminado. Aqui, el vector

13




b son los datos que contienen demasiados errores como para encontrarse en el
subespacio dado. Es decir, cuando tratamos de escribir b como un vector en el
subespacio.

Sino se puede hacer esto, es porque las ecuaciones encontradas son inconsistentes y no
tienen solucion.

En este caso, el método de minimos cuadrados selecciona el punto p como la mejor
eleccion posible.

Encontrar una férmula para p es muy simple cuando el subespacio es una recta. La
férmula para p sigue siendo simple cuando se proyecta sobre subespacios de mayor
dimension siempre y cuando exista una base.

En este caso, corresponde al problema de minimos cuadrados con varios parametros a
elegir.

Ahora bien, si S se describe como un conjunto de vectores que lo generan, pero son
linealmente dependientes, se conduce a una falla en la férmula para p. El punto p sigue
siendo el mas cercano a b, pero el caso es que se puede expresar de diferentes maneras,
como una combinacién del conjunto generador,; linealmente dependiente.

Pero suponemos ahora que los vectores que describen §, no solo son independientes,
sino, ademas, mutuamente ortogonales, y entonces, la formula para p es sencilla y nos
genera la idea de preparar una base cuyos elementos sean mutuamente ortogonales.

No es el angulo propiamente dicho sino el coseno del angulo el que estd mas
directamente relacionado con el producto interno. Para encontrar esa relacion, veamos
el caso bidimensional (ver figura 2). Aqui « es el angulo que forma el vector a con el eje
x. |l a |l es lalongitud del vector a y que es la hipotenusa del triangulo OaQ.

3 & b:(buha
~ | b-all
™
RN o,,q,\u@
|
|
|
1
0 q”“

Figura 2. Relacion de vectores, dngulo y magnitud

El seno y el coseno de «a sera:

14




a;
sena =
Ilall
a;
cosq = ——
Il all

Lo mismo es valido para b y su correspondiente angulo S

p=
senf =
Il bl
b,
cosf =
p Il bl
Ahora bien,
0=p—-«a
Y el coseno de 0 se obtiene de una entidad trigonométrica inolvidable:
cosf = cos fcos a + sen fsen a = % @Y

Pero el numerador de esta férmula es precisamente el producto interno de b y a, y nos
da la relacion que buscamos.

El coseno del angulo entre dos vectores cualesquieraay b es

aTp
cost = lallbl 2)

Si doblamos la longitud de b, se doblan el numerador y el denominador. El coseno no se
altera, lo que nos indica que las dimensiones son correctas. Ahora si cambiamos el signo
de b, cambia el signo de cos@ y el angulo cambia en 180°.

En trigonometria existe una ley que se llama Ley de cosenos, que conduce directamente
al mismo resultado que relaciona las longitudes de los lados de cualquier triangulo:

Ib—al>=IblI*+lal*=21allbll cosd 3)

Si fes un angulo recto, tenemos la relacion de Pitagoras. Pero independientemente de
0 se puede desarrollar la expresion

Il b —a ll?>, como (b — a)T(b — a) y entonces, la ecuacién (3) se transforma en
b™h —2a"h+aTa=b"b+aTa—21alll b Il cosd

Al cancelar los términos iguales que aparecen en ambos lados de esta ecuacion, se
obtiene la férmula (2) para el coseno.

15



Ahora, se quiere encontrar la proyeccion del punto p. Este punto debe ser algiin multiplo
del vector dado a (cada punto de la recta es un multiplo de a) esto es

p =xa
Y el problema es calcular el coeficiente x.

Todo lo que se requiere para este calculo es el hecho geométrico de que la recta desde
b hasta el punto mas cercano p = xa es perpendicular al vector

a=b—%Xxa 1la

0
al(b—%a)=0
0
eoe
aTa

Entonces, el cuadrado de la distancia del punto a la recta es

a’b (@™? a'b bTb(aTa) — (a”h)?
Y 2= BThH _
I aTaa I"=b"b—2 aTa + aTa aTa ()

Esto nos permite redibujar la figura 1 e incluir la férmula correcta para el punto p, como
se muestra en la figura 3.




b’(bnbz,...bn)

\
\
\
\ a’((ll/at,.._an)
P:Za :9-_\'_510\
\® aTa
»
0 X
e Pr‘oyccc,'lcsr\ ch- Y sobre a
cos® = 0° - u

©% jull I\l

Figura 3. Proyeccion de un vector sobre otro

Esta formula tiene un corolario muy importante. El resultado parece una consecuencia
de la férmula (5) para la distancia entre un punto y una recta, es decir; la distancia entre
byxa.

Esta distancia y el cuadrado de esta deben ser mayores o iguales a cero. Por lo tanto, el
numerador de (5) debe ser no negativo

bTb(aTa) — (a™h)? =0

Si afiadimos (a”b)”2, en ambos lados, y tomamos raices cuadradas, se puede reescribir
la conclusion de la siguiente forma.

Dos vectores satisfacen la desigualdad de Schwarz.
(@™p) <llalll bl (6)

La razon entre los dos lados de la desigualdad de Schwarz es precisamente el valor
absoluto |cos6|

Como todos los cosenos estan en el intervalo
—1<cosf <1

Esto proporciona otra demostracién de (6), y tal vez mas comprensible debido a la
familiaridad con los cosenos.

La expresion a la izquierda de (5) es no negativa y permanecera asi aun cuando
introduzcamos nuevas posibilidades en las longitudes de los vectores y en sus
productos internos.

17



Por lo tanto, la expresién del lado derecho de (5) también es no negativa y asi, probamos
la desigualdad de Schwarz sin usar trigonometria.

La igualdad de (6) es valida si y solo si b es un multiplo de a. En este caso, el punto b es
idéntico al punto p y la distancia (5) entre el punto y la recta es cero.

Ejemplos .

Ejemplo 1. Dados dos nimeros positivos x y v, elegir el vector b igual (vx, ﬁ) y el

vector a = (ﬁ, Vx). Aplicar la desigualdad de Schwarz para comparar la media
aritmética de x y y, con su media geométrica.
La solucidn estad dada por,

b= x5y

a =y

Entonces,

b = () || = o + 5 = 2

Por otro lado, tenemos

lal=x+y
Ibll=x+y
La media aritmética sera
x+y+x+y
7 Tty

Y, por tanto,
a’b <llalll bl
De ahi que
2\ xy<x+y
Que es lo que se quiere demostrar.

Ejemplo 2. Suponer que se comienza con un vector, del origen al punto x, y que se

afiade otro vector de longitud ‘y’ que une x con x+y. El tercer lado del tridngulo va

directamente del origen a x+y. La desigualdad triangular asegura que esta distancia,

o0 sea, de x+y no puede ser mayor que la suma de las dos primeras, esto es,
lx+ylsilxIl+Iyl

Después de elevar al cuadrado ambos lados, reducir esta a la desigualdad de Schwarz.

La solucién esta dada por la desigualdad de Schwarz esta dada por
(@ b) <llalllbl
Entonces,

Ix+y I1P< (A x I+ y D2
o0 anterior es lo mismo que

18




xTx +2x%y +yTy <xTx+ 20 x Myl +yTy
Que es la desigualdad de Schwarz y en esta expresion, eliminando los términos
comunes se tiene que
2xTy <2l x My ll=xTy <l xlllyll
Que es la desigualdad de Schwarz.

Ejemplo 3. Verificar el Teorema de Pitdgoras para el tridngulo Obp de la figura 3,
usando la férmula (5) para obtener la longitud del lado bp.

La solucién esta dada por,
02 = a'b .
p=_aa
Sumado a la férmula deja
bTb el cuadrado de la hipotenusa.

./ bTa
La otra proyeccion es ﬁ b

Ejemplo 4. Encontrar el punto p del rayo que conecta el origen con el punto a=(1, 1,
1) y que es el mas cercano al punto b=(2, 4, 4). Encontrar también el punto mas
cercano de “a” de la recta que pasa por “b”".

La solucidn esta dada por,
3 a’b _ 10 111
P=ma% ™3 (1,1,1)

.. bTa
La otra proyeccion es: m b

Ejemplo 5. Explicar por qué la desigualdad de Schwarz se transforma en una
desigualdad en el caso en que los puntos “a” y “b” estan en la misma recta que pase
por el origen, y solo en ese caso, ;Qué sucede si estan en lados opuestos del origen?

La solucion esta dada porque en ambos casos es una igualdad; el angulo es 0 o 7, el
cosenoes 106-1,yelerrores b —p que es cero porque b coincide con su proyeccién

p.
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Ejemplo 6. En n dimensiones, ;cudl es el angulo que forma el vector con los eje
coordenados?
1

La solucién esta dada por, 8 es el angulo cuyo coseno es N

Ejemplo 7. La desigualdad de Schwarz tiene una demostraciéon de una linea si s

“w_n

rmalizan por adelantado los vectores “a” y “b” para que sean unitarios.

oy + 15, 11
bl = | aby] < gyl < =Sk S =ta b
Justificar el paso intermedio.

La solucidén esta dada para cada j
la|* + 15" = 2 11y i by
Que es igual a
(laj| = |b;]), que no puede ser negativo

Ejemplo 8. Elegir un vector b adecuado para probar con la desigualdad de Schwarz
que

(ay+a; ++a)?<n(@?+ai+-+a3)
;Cuando se valida la igualdad?

La solucién esta dada por,
b=(11,..,1)
Se verifica la igualdad si a es multiplo de b, asi que todas la a; son iguales.

Ejemplo 9. Construir matrices simétricas de 2x2, A y B, cuyo producto AB no sea
simétrico. Notar que si A conmuta con B entonces el producto permanece simétrico:
(AB)T = BTAT = BA = AB.

La solucién esta dada por,
[0 1y_ ,r
=1 o] =4
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R
AB = [(1) g] + (AB)T

4

Ejemplo 10. Si A tiene rango r, también lo tienen las matrices AT (rango fila=rango
columna). Dar un ejemplo para mostrar que, sin embargo, AATpuede no ser
invertible, aunque AAT lo sea.

Solucién. Sea A con mas filas que columnas, digamos A= [(1)]

Problemas de aplicacion

Ejemplo 11. Obtener el d&ngulo entre las rectas y = %x yy = —5x.

Solucién. En este problema es muy util usar (@) - (E) = |a||b|cosB, de donde se
puede obtener cosf. Nétese que se requerirdn dos coordenadas para definir (@) -

b).
gaza cadarecta obtener coordenadas, por ejemplo, paray = %x, algunas coordenadas
pueden ser (1, g ), (3,4), ...
Para el caso de y = —5x, coordenadas (1,-5), (-1,5), ...
De (@) - (b) = |al|b|cos8, se obtiene cosf

@ - (b)

~ lallb]
Por facilidad se tomaran las coordenadas (3,4) y (-1,5), para realizar el producto
punto:

(@ (b) = R)(=1) + (4)(5)
=17
Ahora, se procede a calcular las magnitudes
la| =v(3)?+#)? =5
bl = /(=12 + (5) = V26

Asi que
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17
cosf = ——==0.666860 = 48.18°
5v26

jemplo 12. Sea M2Xx2 el espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden

obtener el producto punto para A B], B B]

Solucidn. El concepto se producto punto se lleva a otros espacios vectoriales.
Se define para ATB = a;;by; + aj3by;
Entonces
ATB = (1)(3) + (3)(2)
ATB =9

Ejemplo 13. Sean las matrices A [% _11], B B _02], calcular el dngulo entre ellas.

Solucidn. La idea de calcular el &ngulo entre matrices resulta abstracto. No obstante,
(@)-(b)
lal|b]’

tomando en cuenta el concepto de cos8 = es posible realizarlo.

De acuerdo con el problema anterior

AB=5
La magnitud de una matriz puede interpretar como el area comun de |A| y |B|.
Para el caso de A

Al = 12+ (-1)2 + 22+ 12 =7

|B| = J32 +22 4+ (-2)2 =417
5

= I
0 =62.72
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Conclusiones

d

Esta leccion ha sido meticulosamente disefiada con un enfoque geométrico,
fundamentado principalmente en el teorema de Pitagoras, para abordar el tema del
producto interno en espacios vectoriales. Reconociendo la complejidad intrinseca del
tema, se optd por explorar el producto interno de dos vectores desde una perspectiva
eminentemente geométrica. Destacando la relevancia del calculo del dangulo entre dos
vectores, se incorpora la desigualdad de Schwarz para profundizar en la comprension.

La estructura de la leccidn se ha construido de manera progresiva, comenzando con
conceptos familiares para los estudiantes y avanzando gradualmente hacia la
introducciéon del producto interno vectorial mediante recursos geométricos y
trigonométricos. Se evita el desarrollo exhaustivo de algunas férmulas, pero se
mantiene la seriedad matemadtica necesaria, compartiendo férmulas esenciales
inherentes al tema.

El aspecto formativo de la leccién radica en invitar al estudiante a verificar los
resultados proporcionados en los ejemplos. Aunque se revela la respuesta correcta en
algunos casos, se omite el desarrollo completo de la solucion, estimulando al estudiante
a confirmar la validez de la solucién presentada. En dltima instancia, el objetivo de la
leccién es dotar al estudiante de las herramientas necesarias para discernir cuando
aplicar el producto interno de dos vectores en contextos practicos y desafiantes,
preparandolo para abordar problemas matemadticos y geométricos en el ambito
ingenieril.
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ANEXO 1

Manual para uso del programa de producto interno

El programa es de tipo ejecutable, asi que no se necesita cargar en la computadora
ningun lenguaje en especifico.

Este programa no necesita protocolo de instalacion. Solo se requiere grabarlo en la
computadora en algun directorio en particular que sea de uso general.

Una vez en el directorio donde se encuentra el programa hacer doble clic sobre el
nombre del programa para acceder al mismo.

Aplicacion: Producto interno en el espacio Rn
Disponible en:

https://www.rua.unam.mx/portal/Descargas/index/88272

5 producto interno X

Producto interno

La aplicacién al ser un programa ejecutable genera advertencias de seguridad, pero es una aplicacién que no contiene cédigo fuente
D.R. ©, 2023, UNAM - CC - BY - NC - ND.
Proyecto PAPIME PE-112723 - Este programa se realiz6 bajo la licencia de cddigo abierto Visual Studio. Continuar

Aparece el nombre del programa en la primera pantalla. Para acceder a la pantalla de
trabajo hacer clic sobre el nombre del programa.

En la pantalla de trabajo, aparecen dos botones: el botén de “inicio” y el botén de
“cerrar”:

El boton de “cerrar” al activarlo (clic), termina el proceso del programa y conduce al
sistema operativo de la computadora.

Al activar con clic el boton de “inicio”, aparece el boton de “espacie’ con producto
interno”.
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https://www.rua.unam.mx/portal/Descargas/index/88272

Activando con clic el botdn “espacio con producto interno”, aparece el botén “ejecutar”
y al extremo derecho aparece la etiqueta “aprox” y una caja de texto con el numero “3”,
indicando que el redondeo por default de las cantidades procesadas se redondea a 3
decimales. Para cambiar el nimero de decimales, hacer clic en la etiqueta “aprox”
causando que se borre el “3” y se escriba el nimero nuevo de decimales a redondear.

En esta pantalla, aparecen en el lado izquierdo siete axiomas que pertenecen al espacio
con producto interno. El propésito del programa es precisamente probar estos axiomas
interactuando con el programa a través de coordenadas en los vectores dispuestos al
caso.

producto inlerno

Espacio con producto interno

-<v,v>=0siiv=0

- <UVEWSS<U VI E U, W
SSUFV, WS <U, W <Y, W
S<UVE=<V,u>

- <au,v>=a<u,v>

~<u,av>=a<u,v>

w es un vector y a es un escalar
=> significa igual o mayor que
sii significa si y solo si

<y > son simbolos para encerrar
elementos vecloriales

proyecto PAPIME - 112723

o products

adios =F il ejecular

En la parte superior de la pantalla aparece una galeria que consta de:

Una caja de texto etiquetada con “a” donde se puede ingresar un valor (escalar) que
fungira como factor aplicado a los vectores. Para acceder, solo se requiere escribir un
numero dentro de la caja de texto azul indicada (el cursor se encontrara parpadeando
en dicha caja).

Utilizar la tecla de “tabulacion” del teclado para acceder a las siguientes cajas de texto.

“w__n

Las cajas verdes estas etiquetada con “u”, las amarillas con “v” y las rojas con “w”
indicando los nombres de los tres vectores que intervienen en este programa. Las cajas
superiores son para almacenar las abscisas y las inferiores para almacenar las
ordenadas correspondientes a cada vector.

Una vez que los vectores ya tienen sus valores correspondientes, activar el botén
“ejecutar” con clicy en ese momento aparecen en la pantallala aplicacién de los axiomas
1, 3 y 4 utilizando las coordenadas de los vectores ya mencionados.

Al activar el botén “ejecutar”, aparece el botdn “sigue” el cual al ser activado con clic
borra la pantalla actual y aparece la pantalla siguiente que contiene la aplicacién para
los axiomas 5,6 y 7 utilizando los vectores ya mencionados.
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2:50:24 p. m.

spacio con producto interno

«

~<v,v>=>0
-<v,v>=>0
P-<v,v>=0siiv=0 ~<UVEWEI=<UV>+<U W>
p-<u.viwr=<uv>t<uw>

SSUFV WS <SUW> <Y, W

producto interno

8 3
u: v 3
y 1 v 3

“:E

[3.6]x[3,6]=9+36= 45

v+w=[3 6]+[5, 1]=[8, 7]
<uv+w>=[8, 1]x[ 8, 7]=64+ 7=T71
<uv>=[8, 1]x[ 3, 6]= 24+ 6= 30

29-nov-2023

b-<u,v>=<v,u>

<uw>=[8, 1]x[5, 1]= 40+ 1= 41

p.- <au.v>=a<u,v> <y, v>+<uw>= 30+ 41=T1

F.-<u,av>=a<u,v>

~CutyWrI=<uw>+<yw> u+v=[8 1]+[3,8]=[11,7]
<u+v,w>=[ 11, 7]1x[5, 1]= 55+ 7= 62
<uw>=[8, 1]x[5, 1]= 40+ 1= 41
<yw>=[3,6]x[5.1]=15+ 6=21
<uw>+<v,w>= 41+ 21= 62

w es un vector yaesun escalar
=> significa igual o0 mayor que
sii significa si y solo si

<y > son simbolos para encerrar
elementos vectoriales

proyecto PAPIME - 112723

ﬂdios espacio con producto Sigl.le

aprox: “

Al mismo tiempo aparece el botdn “grafica” y reaparece el boton “ejecutar”

El programa permite intercambiar entre los botones “ejecutar” y “sigue” para consultar
los casos correspondientes a cada botdn.

Par visualizar los axiomas propuestos, activar el botén “grafica” con clic.

» o« » o«

Al activar el boton “grafica” aparecen las etiquetas y cajas de texto “esc”, “cx”, “cy” y
“axioma”. Para acceder y modificar cualquiera de ellas, hacer clic en la etiqueta
correspondiente y acceder a la caja de texto.

Para visualizar la grafica de cualquiera de los axiomas, hacer clic en la etiqueta “axioma”
e introducir en la caja de texto el nimero de axioma a visualizar. Para acceder a otro
axioma, hacer clic en la etiqueta “axioma” e introducir en la caja de texto el nuevo

numero de axioma.

12:52:54 p. m.

Espacio con producto interno a: m
modulo u 3
modulo v = 8.544
modulo w = 5.385
2-<v,v>=0siiv=0 modulo v+ w= 13.928
3-<u,v+w>=<u,v>+<u,w> | médulou,{v+w)= 17.804
d-<ut+tvywr=<uw>+<v,w> | modulou,v= 12.728
~<u Vv>=<y,u> modulou ,w= 10
madulo {u
(v+w)=5, 13
(u,v+w)= 11, 14

5
B-<au,v>=a<u,v>
7

-<u,av>=a<u,v>

w es un vector y a es un escalar
=> significa igual o mayor que
sii significa si y solo si

<y > son simbolos para encerrar
elementos vectoriales

proyecto PAPIME - 112723

olro i
|adios espacio con produco | o jocyfar | grafica

interno

producto interno

axioma => g}

29-nov-2023



Cuando se requiera continuar en el programa y se quiera visualizar otro conjunto de
vectores, activar el botdn “otro” el cual borra el contenido de la memoria y limpia la
pantalla para recibir al nuevo conjunto de vectores.

Todos los botones se pueden acceder con las teclas rapidas en caso de no usar mouse.
Las teclas rapidas estan sefialadas en cada botén con un subrayado debajo de la letra
correspondiente. Usar ALT-tecla rapida

No olvidar que al acceder al bot6n “cerrar” con clic se termina la sesién y se ubica en el
sistema operativo de la computadora.
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