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CONSIDERACIONES PARA UNA LECCIÓN INTEGRADORA  

TÍTULO: Producto interno en el espacio ℝ𝑛
 

 

Propuesta didáctica: Actividad integradora para el aprendizaje de Álgebra Lineal 

 

Descripción de la lección 
 

 

La integracio n de pra cticas de evaluacio n formativa en el disen o de lecciones de 

matema ticas puede redundar en un aprendizaje ma s efectivo. Ádema s, esta estrategia 

puede ser un respaldo valioso para los educadores, al desarrollar sus propias 

metodologí as de evaluacio n formativa en otras lecciones de matema ticas. 

 

En el contexto de este documento, una leccio n se define como un componente 

fundamental de la experiencia de aprendizaje. Consta de una exposicio n estructurada y 

dirigida que abarca conocimientos, actividades y recursos formativos relacionados con 

los subtemas de 'Espacios con producto interno y proyecciones' dentro del marco de la 

asignatura de Á lgebra Lineal. El objetivo principal de estas lecciones es facilitar la 

adquisicio n y comprensio n de conceptos especí ficos. 

 

 

Justificación 

 

 

 
1. Para que el estudiante obtenga un conocimiento ma s completo del curso de 

Á lgebra Lineal, es necesario que comprenda el significado de producto interno 

de dos vectores para su estudio en espacios vectoriales y transformaciones 

lineales. 

2. Sumamente importante la comprensio n de producto interno cuando es 

ortogonal o no, en la aplicacio n de conceptos en geometrí a y trigonometrí a 

aplicados a problemas de ingenierí a. 

3. Su importancia radica en que el producto interno de dos vectores reafirma sus 

conocimientos de importantes leyes de geometrí a y trigonometrí a. 
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  https://www.calculisto.com/topics/producto-interno/summary/788 

 

Bases del proceso de aprendizaje 
 

 

 

La leccio n se disen o  utilizando un enfoque geome trico basado principalmente en el 

teorema de Pita goras.  

El tema de producto interno en espacios vectoriales es posible abordarlo desde un 

enfoque matema tico ba sicamente, pero dada la complejidad del tema se prefirio  

abordar el tema de producto interno de dos vectores bajo un enfoque netamente 

geome trico y dado que uno de los subtemas de mayor importancia es el ca lculo del 

a ngulo entre dos vectores, se hace mencio n en la leccio n, de la desigualdad de Schwarz 

que nos ayuda a la comprensio n. 

De esta forma, el enfoque se fue conformando hacia una lí nea geome trica 

proporcionando al estudiante los medios y recursos geome tricos necesarios ba sicos 

para comprender la importancia que representa el producto interno de dos vectores en 

los problemas en que el ingeniero se vera  involucrado cuando realice aplicaciones en 

ca lculos de diferente í ndole. 

El desarrollo de la leccio n se conformo  de tal manera, que se inicia con conceptos que 

el estudiante ya conoce y domina y en forma gradual se introduce, con ayuda de la 

geometrí a y la trigonometrí a al concepto de producto interno vectorial, a su aplicacio n 

y comprensio n del comportamiento de dichos elementos. 

La leccio n trata de evitar el desarrollo y demostracio n de algunas de las fo rmulas 

tratadas aquí , pero sin perder la seriedad matema tica requerida en este tipo de 

lecciones, se “platican” algunas fo rmulas que son inevitables, debido a la naturaleza del 

tema. La leccio n se enriquece con ejemplos caracterí sticos que ayudan a la mejor 

comprensio n de la aplicacio n de los vectores y sus productos internos en la solucio n de 

algunos temas relacionados.     



5 
 

El curso esta  estructurado con el desarrollo de la leccio n y ejemplos representativos de 

los temas tratados en la leccio n. Se incluyen 14 ejemplos  que muestran co mo se aplican 

los temas tratados en situaciones geome tricas y matema ticas, de productos internos. 

Destaca, que se ha generado exclusivamente para esta lección una aplicación con 

co digo propio de cuarta generacio n en ambiente gra fico, cuya caracterí stica 

formativa es que el usuario (estudiante) sepa co mo probar los axiomas del producto 

interno en el espacio ℝ𝑛. 

En el anexo 1. Se agrega un tutorial para su uso. 

 

En esta leccio n se trata de que el estudiante, comprenda y aprenda a distinguir cuando 

es necesaria la aplicacio n del producto interno de dos vectores. Lo formativo de la 

leccio n consiste en que se le invita al estudiante a comprobar los resultados anotados 

en los ejemplos, ya que en algunos se le presenta la respuesta correcta a lo solicitado, 

ma s no se muestra el desarrollo completo de la solucio n, lo que da pie para que el 

estudiante trate de comprobar si la solucio n mostrada es realmente correcta.         

                                                                                                                                                                                                                                                  

 

Estructura de la lección 
 

 

a. Ideas introductorias 

b. Referencias tema ticas de la leccio n 

c. Justificacio n 

d. Definicio n de conceptos 

e. Leccio n formativa 

f. Conclusiones  

g. Referencias bibliogra ficas 

h. Ágradecimientos 
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Producto interno en el espacioℝ𝒏  

 

Ideas Introductorias 

¡Hola! 

Te extendemos una ca lida bienvenida a la leccio n sobre “Producto interno en el espacio 

ℝ𝑛”, la cual presenta de manera concreta, tanto matema tica como geome tricamente, la 

premisa de que la distancia ma s corta entre vectores es una recta perpendicular. 

Á continuacio n, te animamos a leer las ideas introductorias, en donde se ofrece 

perspectiva sobre vectores y su definicio n. 

Vectores y Tuplas 

Un vector es un elemento que tiene magnitud, direccio n y sentido. Entonces, pensemos 

en un ejemplo de lo que no serí a y lo que serí a un vector. Si alguien te dice que un carrito 

se mueve a 20 km/h, esta informacio n en sí  misma no es una cantidad vectorial. So lo 

esta  especificando una magnitud. No sabemos en que  direccio n se mueve ese carrito 

que avanza a 20km/h. Ásí  que, la velocidad no adquiere un sentido vectorial, hasta que 

se especifica la direccio n y el sentido 

Si, el carrito se mueve a 20 km/h con 35 grados hacia el este, ahora el concepto de 

velocidad es un vector. Sucede que se esta  operando en dos dimensiones. Esto se puede 

ampliar a tantas dimensiones como queramos. 

⟨𝑐𝑎𝑟𝑟𝑖𝑡𝑜|𝑚𝑎𝑔𝑛𝑖𝑡𝑢𝑑|𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑐𝑖ó𝑛|𝑠𝑒𝑛𝑡𝑖𝑑𝑜⟩ 

Otro ejemplo, un investigador llamado Shannon (1916-2001) dijo lo siguiente: Si ya 

sabes la respuesta, entonces “eso” no es informacio n. Hoy en dí a, se suele trabajar con 

formularios de informacio n personal. Á continuacio n, se presenta la de un paciente de 

un centro de salud: 

Edad: 27 Ge nero: M 
Áltura: 1.70 m Peso: 80 kg 
Presio n arterial: 110 sobre 90 Nombre: Joel Toledo 

 

En apariencia esta tabla presenta cierta informacio n, independientemente, de la forma 

que se elijan las etiquetas “edad”, “nombre”, “altura”, etc., las cuales parecen ser 

innecesarias, pero, adema s, los datos requerirí an presentarse en forma ORDENÁDÁ, 

como te lo presentamos aquí : 
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Joel Toledo M 27 1.70 80 110 sobre 
90 

 

Esto conduce a que se podrí a generar un listado compacto, y mejor au n, si el arreglo 

permite colocar etiquetas generales por orden de importancia: 

Nombre Género Edad Altura (m) Peso (kg) Presión 
arterial 

Joel Toledo M 27 1.70 80 110 sobre 
90 

 

Áhora sí , se tiene un tipo de vector, al que se le llama tupla, el cual esta  constituido de 6 

valores: el nombre del paciente, su ge nero, edad, altura, peso y presio n arterial. 

Ásí  que, las tuplas se usan habitualmente para representar colecciones de datos o 

secuencias ordenadas de objetos de distintos tipos en una determinada estructura. 

Recuerda que para estudiar vectores y/o tuplas, debemos estructurarlos para que 

verdaderamente representen estructuras de datos, los cuales pueden ser cantidades, 

cadenas de texto, o arreglos de datos. 

En esta leccio n te introducimos a la comprensio n y manejo de los vectores. 

¡Bienvenidos! 
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Referencias temáticas 

Ubicación de la lección integradora 

 

Licenciatura 
Ingeniería Industrial 

 

Referencias temáticas de la 

asignatura 

Asignatura Álgebra Lineal 

Ubicación 

curricular 
Segundo semestre 

Asignatura 

subsecuente 

Métodos Numéricos, Investigación de 

Operaciones I 

Asignatura 

antecedente 
Álgebra, Geometría Analítica 

Referencias temáticas y 

competencias de los temas 

incluidos en la lección, 

conforme al plan de 

estudios de la carrera de 

Ingeniería Industrial de la 

FES Aragón 

Tema  4. Espacios con producto interno 

Objetivo del 

tema 4  

Definir y entender el concepto de 

producto interno que presentan algunos 

espacios vectoriales. 

Subtemas 

incluidos  

 

4.1Definición de producto interno en un 

espacio vectorial 

     4.2 Definición de ortogonalidad y 

ángulo entre vectores de un espacio con 

producto interno 

          4.2.1 Definición de conjuntos 

ortogonales y ortonormales 

          4.2.2 Obtención de las coordenadas 

de un vector respecto a una base 

ortogonal y una base ortonormal 

Objetivo de la lección. Esta lección se ha orientado a la comprensión del tema con el 

siguiente objetivo: 

El objetivo de este módulo es que el estudiante adquiera una comprensión profunda del 

significado del producto interno entre dos vectores en un espacio vectorial ℝ𝒏 . Al 

finalizar, se espera que el estudiante haya desarrollado la capacidad de comprender y 

aplicar este concepto de manera efectiva en diversos contextos matemáticos. 
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Preámbulo 

 

El producto interno en ℝ𝑛 tiene una historia rica y diversa en el desarrollo de 

matema ticas.  

El primer uso del concepto de espacio vectorial con producto interno se debe a 

matema ticos como Rene  Descartes, Carl Friedrich Gauss, Hermann Grassman y otros 

quienes trabajaron en el campo de a lgebra lineal y geometrí a analí tica. 

Uno de los hitos importantes en la historia del producto interno en ℝ𝑛 fue la 

introduccio n del concepto de producto escalar en geometrí a analí tica por Descartes en 

el siglo XVII, en donde se establecio  la nocio n de producto escalar como una forma de 

medir la relacio n entre dos vectores.  

Gauss y Grassmann contribuyeron significativamente a la teorí a de espacios vectoriales 

y productos internos, en donde se establecio  que un espacio con producto interno es un 

espacio vectorial real o complejo con una operacio n llamada producto interno. El 

producto interno de dos vectores en el espacio es un escalar, a menudo indicado con 

corchetes angulares como en < 𝒂, 𝒃 >. Los espacios de productos internos generalizan 

los espacios vectoriales euclidianos, en los que el producto interno es el producto 

escalar de coordenadas cartesianas que, luego son sumadas, generando un escalar. 

Los productos internos permiten definiciones formales de nociones geome tricas 

intuitivas, como longitudes, a ngulos y ortogonalidad (producto interno cero) de 

vectores.  

En el siglo XX, el producto interno en ℝ𝑛 encontro  aplicaciones en diversos campos de 

las matema ticas y la fí sica. Ádema s, se desarrollaron te cnicas sofisticadas para estudiar 

y calcular productos internos en espacios vectoriales de dimensio n finita, lo que 

condujo a importantes avances en a reas como la geometrí a diferencial y el ana lisis 

diferencial. 
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Definiciones 

 

Vector: conjunto de elementos relacionados en un espacio ℝ𝑛 con magnitud, dirección 

y sentido, a través de un sistema de coordenadas. 

Matriz: conjunto de uno o más vectores relacionados entre sí. 

Producto interno: Multiplicación de dos vectores, de tal forma que su producto genere 

un escalar en el campo de los reales. Si 𝑎̅ y 𝑏̅ son vectores, entonces, el producto interno 

estará dado por 𝑎̅𝑡𝑏. 

Espacio con producto interno: Para que el producto de dos vectores sea un producto 

interno se deben cumplir los siguientes axiomas: 

 

1. 

< 𝑣, 𝑣 > ≥  0 

2.  
< 𝑣, 𝑣 > = 0 si y solo si (sii)𝑣 = 0 

3. 

< 𝑢, 𝑣 + 𝑤 > = < 𝑢, 𝑣 > + < 𝑢, 𝑤 > 

4. 

< 𝑢 + 𝑣, 𝑤 > = < 𝑢, 𝑤 > +< 𝑣, 𝑤 > 

5.  
< 𝑢, 𝑣 > = < 𝑣, 𝑢 > 

6. 

< 𝑘𝑢, 𝑣 > =  𝑘 < 𝑢, 𝑣 > 

7.  

< 𝑢, 𝑘𝑣 > =   𝑘 < 𝑢, 𝑣 > 
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https://www.nibcode.com/es/blog/1175/el-problema-de-la-semana-bases-
ortogonales 

Conjunto ortonormal: El conjunto de vectores {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, … , 𝑣𝑛} es un conjunto 

ortonormal en 𝑉, si: 

a. < 𝑣𝑖 , 𝑣𝑗 > =  0, para 𝑖 ≠ 𝑗 

b. ‖𝑣𝑖‖  =  √< 𝑣, 𝑣 > =  1 

Si solo se cumple a., entonces se dice que el conjunto es ortogonal. 

Independencia lineal: Cualquier conjunto finito de dos vectores ortogonales diferentes 

de 0 en un espacio con producto interno es linealmente independiente. 

Conjunto ortonormal: Cualquier conjunto finito linealmente independiente en un 

espacio con producto interno se puede convertir en un conjunto ortonormal, mediante 

el proceso de Gram-Schmidt. En particular, cualquier espacio con producto interno tiene 

una base ortonormal. 

Proyección ortogonal: Sea H un subespacio del espacio con producto interno V con una 

base ortonormal {𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑘}. Si 𝑣 ∈ 𝑉, entonces, la proyección ortogonal de v sobre 

H denotada por 𝑝𝑟𝑜𝑦𝐻𝑣, está dada por: 

𝑝𝑟𝑜𝑦𝐻𝑣 = < 𝑣, 𝑢1 > 𝑢1 + < 𝑣, 𝑢2 > 𝑢2 + ⋯ +< 𝑣, 𝑢𝑘 > 𝑢𝑘 

 

Base ortonormal: Sea H un subespacio del espacio de dimensión finita con producto 

interno V. Suponga que H tiene dos bases ortonormales {𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑘} y {𝑤1, 𝑤2, … , 𝑤𝑘}. 

Sea 𝑣 ∈ 𝑉, entonces,  

< 𝑣, 𝑢1 > 𝑢1 +  < 𝑣, 𝑢2 > 𝑢2 + ⋯ + < 𝑣, 𝑢𝑘 > 𝑢𝑘 =< 𝑣, 𝑤1 > 𝑤1+ < 𝑣, 𝑤2

> 𝑤2 + ⋯ +< 𝑣, 𝑤𝑘 > 𝑤𝑘 
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Complemento ortogonal: Se 𝐻 un subespacio del espacio con producto interno 𝑉. 

Entonces, el complemento ortogonal de 𝐻 denotado por 𝐻⊥ = {𝑥 ∈ 𝑉 (𝑥, ℎ) = 0 ∀ℎ ∈

𝐻} 

Subespacio ortogonal: Sea H un subespacio del espacio con producto interno 𝑉, 

entonces 

(1) 𝐻⊥ 𝑒𝑠 𝑢𝑛 𝑠𝑢𝑏𝑒𝑠𝑝𝑎𝑐𝑖𝑜 𝑑𝑒 𝑉 

(2) 𝐻⊥ ∩ 𝐻 = 0 

(3) 𝐷𝑖𝑚 𝐻 = 𝑛 − 𝑑𝑖𝑚 𝐻, si 𝑑𝑖𝑚 = 𝑛 < ∞ 

 

Proyección ortonormal: Sea H un subespacio de dimensión finita del espacio con 

producto interno 𝑉 y suponer que 𝑣 ∈ 𝑉. Entonces, existe un par único de vectores ℎ y 

𝑝, tales que ℎ ∈ 𝐻 y 𝑝 ∈ 𝐻⊥, y  

𝑉 = ℎ + 𝑝 

Donde  

ℎ = 𝑝𝑟𝑜𝑦𝐻
𝑉  

Si 𝑉 tiene dimensión finita, entonces, 

𝑝 = 𝑝𝑟𝑜𝑦𝐻
⊥𝑉  

 

Proyección en un subespacio: Sea 𝐻 un subespacio de dimensión finita en un espacio 

vectorial 𝑉 con producto interno y sea 𝑣 un vector en 𝑉. Entonces, proyección 

  
𝑝𝑟𝑜𝑦𝐻

𝑉 

 

Es la mejor aproximación de 𝑣 por un elemento en 𝐻en el siguiente sentido: Si ℎ es 

cualquier otro elemento de 𝐻, entonces 

∥ 𝑣 −  𝑝𝑟𝑜𝑦𝐻
𝑉 ∥ < ∥ 𝑣 − ℎ ∥ 
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Lección formativa 

 

 

Se llama producto interno de dos vectores 𝑥 y 𝑦 al nu mero escalar 𝑥𝑇𝑦. Si este producto 

interno es igual a cero, se dice que los vectores son ortogonales, o sea, que el a ngulo que 

forman dicho dos vectores es un a ngulo recto.  

Pero como no siempre el producto interno es cero, el a ngulo que forman no es un a ngulo 

recto. 

Es interesante saber co mo se relaciona al producto interno con su a ngulo, aunque el 

caso ortogonal es ma s interesante. 

Supongamos que tenemos vectores 𝑎̅ y 𝑏̅ en el espacio ℝ𝑛 formando entre ellos, un 

a ngulo cualquiera como se ve en la figura 1. 

 

Figura 1. Ángulo entre dos vectores 

Sobre el vector 𝑏̅ se marca un punto 𝑏 y queremos encontrar su distancia a una recta en 

la direccio n del vector 𝑎̅. 

Entonces, se busca el punto 𝑝 de la recta que este  ma s cercano a 𝑏. En este caso, la recta 

que une 𝑏 con 𝑝 es perpendicular al vector 𝑎̅. 

Si los vectores no son ortogonales, la solucio n nos situ a automa ticamente en la 

ortogonalidad y lo mismo sucede si en lugar de una recta, tenemos un plano o cualquier 

subespacio 𝑆 de ℝ𝑛. 

Si desde 𝑏, trazamos una perpendicular al subespacio 𝑆, entonces, 𝑝 es el punto donde 

la perpendicular cruza al subespacio. 

El problema que se ha descrito geome tricamente se identifica con el problema de la 

solucio n mediante mí nimos cuadrados a un sistema sobredeterminado. Áquí , el vector 
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𝑏 son los datos que contienen demasiados errores como para encontrarse en el 

subespacio dado. Es decir, cuando tratamos de escribir 𝑏 como un vector en el 

subespacio. 

Si no se puede hacer esto, es porque las ecuaciones encontradas son inconsistentes y no 

tienen solucio n. 

En este caso, el me todo de mí nimos cuadrados selecciona el punto 𝑝 como la mejor 

eleccio n posible. 

Encontrar una fo rmula para 𝑝 es muy simple cuando el subespacio es una recta. La 

fo rmula para 𝑝 sigue siendo simple cuando se proyecta sobre subespacios de mayor 

dimensio n siempre y cuando exista una base. 

En este caso, corresponde al problema de mí nimos cuadrados con varios para metros a 

elegir. 

Áhora bien, si 𝑆 se describe como un conjunto de vectores que lo generan, pero son 

linealmente dependientes, se conduce a una falla en la fo rmula para 𝑝. El punto 𝑝 sigue 

siendo el ma s cercano a 𝑏, pero el caso es que se puede expresar de diferentes maneras, 

como una combinacio n del conjunto generador, linealmente dependiente. 

Pero suponemos ahora que los vectores que describen 𝑆, no solo son independientes, 

sino, adema s, mutuamente ortogonales, y entonces, la fo rmula para 𝑝 es sencilla y nos 

genera la idea de preparar una base cuyos elementos sean mutuamente ortogonales. 

No es el a ngulo propiamente dicho sino el coseno del a ngulo el que esta  ma s 

directamente relacionado con el producto interno. Para encontrar esa relacio n, veamos 

el caso bidimensional (ver figura 2). Áquí  𝛼 es el a ngulo que forma el vector 𝑎 con el eje 

𝑥. ∥ 𝑎 ∥ es la longitud del vector 𝑎 y que es la hipotenusa del tria ngulo 𝑂𝑎𝑄.  

 

Figura 2. Relación de vectores, ángulo y magnitud 

 

El seno y el coseno de 𝛼 sera : 
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𝑠𝑒𝑛𝛼 =
𝑎2

∥ 𝑎 ∥
 

cos 𝛼 =
𝑎1

∥ 𝑎 ∥
 

 

Lo mismo es válido para 𝑏 y su correspondiente ángulo 𝛽: 

𝑠𝑒𝑛𝛽 =
𝑏2

∥ 𝑏 ∥
 

𝑐𝑜𝑠𝛽 =
𝑏1

∥ 𝑏 ∥
 

Ahora bien, 

𝜃 = 𝛽 − 𝛼 

Y el coseno de 𝜃 se obtiene de una entidad trigonométrica inolvidable: 

𝑐𝑜𝑠𝜃 = 𝑐𝑜𝑠 𝛽𝑐𝑜𝑠 𝛼 + 𝑠𝑒𝑛 𝛽𝑠𝑒𝑛 𝛼 =
𝑎1𝑏1+𝑎2𝑏2

∥𝑎∥∥𝑏∥
            (1)  

Pero el numerador de esta fórmula es precisamente el producto interno de 𝑏 y 𝑎, y nos 

da la relación que buscamos. 

El coseno del ángulo entre dos vectores cualesquiera 𝑎 y 𝑏 es 

𝑐𝑜𝑠𝜃 =
𝑎𝑇𝑏

∥𝑎∥∥𝑏∥
                      (2)   

Si doblamos la longitud de b, se doblan el numerador y el denominador. El coseno no se 

altera, lo que nos indica que las dimensiones son correctas. Áhora si cambiamos el signo 

de 𝑏, cambia el signo de 𝑐𝑜𝑠𝜃 y el a ngulo cambia en 180°. 

En trigonometrí a existe una ley que se llama Ley de cosenos, que conduce directamente 

al mismo resultado que relaciona las longitudes de los lados de cualquier tria ngulo: 

∥ 𝑏 − 𝑎 ∥2=∥ 𝑏 ∥2 +∥ 𝑎 ∥2− 2 ∥ 𝑎 ∥∥ 𝑏 ∥ 𝑐𝑜𝑠𝜃                (3) 

Si 𝜃es un a ngulo recto, tenemos la relacio n de Pita goras. Pero independientemente de 

𝜃 se puede desarrollar la expresio n 

∥ 𝑏 − 𝑎 ∥2, como (𝑏 − 𝑎)𝑇(𝑏 − 𝑎) y entonces, la ecuacio n (3) se transforma en 

𝑏𝑇𝑏 − 2𝑎𝑇𝑏 + 𝑎𝑇𝑎 = 𝑏𝑇𝑏 + 𝑎𝑇𝑎 − 2 ∥ 𝑎 ∥∥ 𝑏 ∥ 𝑐𝑜𝑠𝜃 

Ál cancelar los te rminos iguales que aparecen en ambos lados de esta ecuacio n, se 

obtiene la fo rmula (2) para el coseno.  



16 
 

Áhora, se quiere encontrar la proyeccio n del punto 𝑝. Este punto debe ser algu n mu ltiplo 

del vector dado 𝑎̅ (cada punto de la recta es un mu ltiplo de a) esto es 

𝑝 = 𝑥̅𝑎 

Y el problema es calcular el coeficiente 𝑥̅. 

Todo lo que se requiere para este ca lculo es el hecho geome trico de que la recta desde 

𝑏 hasta el punto ma s cercano 𝑝 = 𝑥̅𝑎 es perpendicular al vector  

𝑎 = 𝑏 − 𝑥̅𝑎 ⊥ 𝑎  

O 

𝑎𝑇(𝑏 − 𝑥̅𝑎 ) = 0 

O 

𝑥̅ =
𝑎𝑇𝑏

𝑎𝑇𝑎
 

La proyeccio n 𝑝 del punto 𝑏 sobre la recta generada por el vector 𝑎 esta  dada por 

𝑝 =
𝑎𝑇𝑏

𝑎𝑇𝑎
a         (4) 

        

Entonces, el cuadrado de la distancia del punto a la recta es 

∥ 𝑏 −
𝑎𝑇𝑏

𝑎𝑇𝑎
𝑎 ∥2= 𝑏𝑇𝑏 − 2

(𝑎𝑇𝑏)2

𝑎𝑇𝑎
+

𝑎𝑇𝑏

𝑎𝑇𝑎
=

𝑏𝑇𝑏(𝑎𝑇𝑎) − (𝑎𝑇𝑏)2

𝑎𝑇𝑎
          (5) 

Esto nos permite redibujar la figura 1 e incluir la fo rmula correcta para el punto 𝑝, como 

se muestra en la figura 3. 
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Figura 3. Proyección de un vector sobre otro 

Esta fo rmula tiene un corolario muy importante. El resultado parece una consecuencia 

de la fo rmula (5) para la distancia entre un punto y una recta, es decir; la distancia entre 

𝑏 y 𝑥̅𝑎. 

Esta distancia y el cuadrado de esta deben ser mayores o iguales a cero. Por lo tanto, el 

numerador de (5) debe ser no negativo 

𝑏𝑇𝑏(𝑎𝑇𝑎) − (𝑎𝑇𝑏)2 ≥ 0 

Si an adimos (𝑎𝑇𝑏)^2, en ambos lados, y tomamos raí ces cuadradas, se puede reescribir 

la conclusio n de la siguiente forma. 

Dos vectores satisfacen la desigualdad de Schwarz. 

(𝑎𝑇𝑏) ≤∥ 𝑎 ∥∥ 𝑏 ∥             (6) 

La razo n entre los dos lados de la desigualdad de Schwarz es precisamente el valor 
absoluto |𝑐𝑜𝑠𝜃| 

Como todos los cosenos esta n en el intervalo 

−1 ≤ 𝑐𝑜𝑠𝜃 ≤ 1 

Esto proporciona otra demostracio n de (6), y tal vez ma s comprensible debido a la 
familiaridad con los cosenos. 

La expresio n a la izquierda de (5) es no negativa y permanecera  así  au n cuando 
introduzcamos nuevas posibilidades en las longitudes de los vectores y en sus 
productos internos. 
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Por lo tanto, la expresio n del lado derecho de (5) tambie n es no negativa y así , probamos 
la desigualdad de Schwarz sin usar trigonometrí a. 

La igualdad de (6) es va lida si y solo si 𝑏 es un mu ltiplo de 𝑎. En este caso, el punto 𝑏 es 
ide ntico al punto 𝑝 y la distancia (5) entre el punto y la recta es cero. 

 

Ejemplos 

 

Ejemplo 1. Dados dos nu meros positivos 𝑥 y 𝑦, elegir el vector 𝑏 igual (√𝑥, √𝑦) y el 

vector 𝑎 = (√𝑦, √𝑥). Áplicar la desigualdad de Schwarz para comparar la media 

aritme tica de 𝑥 y 𝑦, con su media geome trica. 
La solucio n esta  dada por, 

𝑏 = (√𝑥, √𝑦) 

𝑎 = (√𝑦, √𝑥) 

Entonces,  

𝑎𝑇𝑏 = (√𝑥, √𝑦) [
√𝑦

√𝑥
] = √𝑥𝑦 + √𝑦𝑥 = 2√𝑥𝑦 

Por otro lado, tenemos  
∥ 𝑎 ∥= 𝑥 + 𝑦 
∥ 𝑏 ∥= 𝑥 + 𝑦 

La media aritme tica sera    
𝑥 + 𝑦 + 𝑥 + 𝑦

2
= 𝑥 + 𝑦 

Y, por tanto, 
𝑎𝑇𝑏 ≤∥ 𝑎 ∥∥ 𝑏 ∥ 

De ahí  que 

2√𝑥𝑦 ≤ 𝑥 + 𝑦 

Que es lo que se quiere demostrar. 

 

Ejemplo 2. Suponer que se comienza con un vector, del origen al punto x, y que se 
an ade otro vector de longitud ‘y’ que une x con x+y. El tercer lado del tria ngulo va 
directamente del origen a x+y. La desigualdad triangular asegura que esta distancia, 
o sea, de x+y no puede ser mayor que la suma de las dos primeras, esto es,  

∥ 𝑥 + 𝑦 ∥≤∥ 𝑥 ∥ +∥ 𝑦 ∥ 
Despue s de elevar al cuadrado ambos lados, reducir esta  a la desigualdad de Schwarz. 
 
La solucio n esta  dada por la desigualdad de Schwarz esta  dada por  

(𝑎𝑇𝑏) ≤∥ 𝑎 ∥∥ 𝑏 ∥ 
Entonces, 

∥ 𝑥 + 𝑦 ∥2≤ (∥ 𝑥 ∥ +∥ 𝑦 ∥)2 
Lo anterior es lo mismo que 
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𝑥𝑇𝑥 + 2𝑥2𝑦 + 𝑦𝑇𝑦 ≤ 𝑥𝑇𝑥 + 2 ∥ 𝑥 ∥∥ 𝑦 ∥ +𝑦𝑇𝑦 
Que es la desigualdad de Schwarz y en esta expresio n, eliminando los te rminos 
comunes se tiene que 

2𝑥𝑇𝑦 ≤ 2 ∥ 𝑥 ∥∥ 𝑦 ∥→ 𝑥𝑇𝑦 ≤∥ 𝑥 ∥∥ 𝑦 ∥ 
Que es la desigualdad de Schwarz. 
 

 

 

Ejemplo 3. Verificar el Teorema de Pita goras para el tria ngulo Obp de la figura 3, 
usando la fo rmula (5) para obtener la longitud del lado bp. 
 
La solucio n esta  dada por, 

𝑂𝑝2 =
𝑎𝑇𝑏

𝑎𝑇𝑎
𝑎𝑇𝑎 

Sumado a la fo rmula deja  
𝑏𝑇𝑏 el cuadrado de la hipotenusa. 

La otra proyeccio n es 
𝑏𝑇𝑎

𝑏𝑇𝑏
𝑏 

 

 

 

Ejemplo 4. Encontrar el punto p del rayo que conecta el origen con el punto a=(1, 1, 
1) y que es el ma s cercano al punto b=(2, 4, 4). Encontrar tambie n el punto ma s 
cercano de “a” de la recta que pasa por “b”. 
 
La solucio n esta  dada por, 

𝑝 =
𝑎𝑇𝑏

𝑎𝑇𝑎
𝑎 =

10

3
(1, 1, 1) 

La otra proyeccio n es: 
𝑏𝑇𝑎

𝑏𝑇𝑏
𝑏 

 
 
 

 

 

Ejemplo 5. Explicar por que  la desigualdad de Schwarz se transforma en una 
desigualdad en el caso en que los puntos “a” y “b” esta n en la misma recta que pase 
por el origen, y solo en ese caso, ¿Que  sucede si esta n en lados opuestos del origen? 
 
La solucio n esta  dada porque en ambos casos es una igualdad; el a ngulo es 0 o 𝜋, el 
coseno es 1 o  -1, y el error es 𝑏 − 𝑝 que es cero porque 𝑏 coincide con su proyeccio n 
𝑝. 
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Ejemplo 6. En 𝑛 dimensiones, ¿cua l es el a ngulo que forma el vector con los ejes 
coordenados? 

La solucio n esta  dada por, 𝜃 es el a ngulo cuyo coseno es 
1

√𝑛
 

 

 

 

Ejemplo 7. La desigualdad de Schwarz tiene una demostracio n de una lí nea si se 
normalizan por adelantado los vectores “a” y “b” para que sean unitarios.  

|𝑎𝑇𝑏| = |∑ 𝑎𝑗𝑏𝑗| ≤ |𝑎𝑗||𝑏𝑗| ≤
|𝑎𝑗|

2
+ |𝑏𝑗|

2

2
=

1

2
+

1

2
=∥ 𝑎 ∥∥ 𝑏 ∥ 

Justificar el paso intermedio. 
 
La solucio n esta  dada para cada j  

|𝑎𝑗|
2

+ |𝑏𝑗|
2

− 2 ∥ 𝑎𝑗 ∥∥ 𝑏𝑗 ∥ 

Que es igual a 

(|𝑎𝑗| − |𝑏𝑗|)
2

, 𝑞𝑢𝑒 𝑛𝑜 𝑝𝑢𝑒𝑑𝑒 𝑠𝑒𝑟 𝑛𝑒𝑔𝑎𝑡𝑖𝑣𝑜 

 

 

 

Ejemplo 8. Elegir un vector 𝑏 adecuado para probar con la desigualdad de Schwarz 
que 

(𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛)2 ≤ 𝑛(𝑎1
2 + 𝑎2

2 + ⋯ + 𝑎𝑛
2) 

¿Cua ndo se valida la igualdad? 
 
La solucio n esta  dada por, 

𝑏 = (1, 1, … , 1) 
Se verifica la igualdad si a es mu ltiplo de b, así  que todas la 𝑎𝑖 son iguales. 
 

 

 

Ejemplo 9. Construir matrices sime tricas de 2x2, Á y B, cuyo producto ÁB no sea 
sime trico. Notar que si Á conmuta con B entonces el producto permanece sime trico: 

(𝐴𝐵)𝑇 = 𝐵𝑇𝐴𝑇 = 𝐵𝐴 = 𝐴𝐵. 
 
La solucio n esta  dada por, 

𝐴 = [
0 1
1 0

] = 𝐴𝑇 
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𝐵 = [
1 0
0 0

] = 𝐵𝑇 

𝐴𝐵 = [
0 0
1 0

] ≠ (𝐴𝐵)𝑇 

 

 

 

Ejemplo 10. Si Á tiene rango r, tambie n lo tienen las matrices 𝐴𝑇 (rango fila=rango 
columna). Dar un ejemplo para mostrar que, sin embargo, 𝐴𝐴𝑇puede no ser 
invertible, aunque 𝐴𝐴𝑇 lo sea. 

Solucio n. Sea Á con ma s filas que columnas, digamos Á=[
1
0

]. 

 

 

Problemas de aplicación 

 

 

Ejemplo 11. Obtener el ángulo entre las rectas 𝑦 =
4

3
𝑥 y 𝑦 = −5𝑥. 

 

Solucio n. En este problema es muy u til usar (𝑎̅) ∙ (𝑏̅) = |𝑎||𝑏|𝑐𝑜𝑠𝜃, de donde se 

puede obtener 𝑐𝑜𝑠𝜃. No tese que se requerira n dos coordenadas para definir (𝑎̅) ∙

(𝑏̅). 

Para cada recta obtener coordenadas, por ejemplo, para 𝑦 =
4

3
𝑥, algunas coordenadas 

pueden ser (1, 
4

3
 ), (3,4), … 

Para el caso de 𝑦 = −5𝑥, coordenadas (1,-5), (-1,5), … 

De (𝑎̅) ∙ (𝑏̅) = |𝑎||𝑏|𝑐𝑜𝑠𝜃, se obtiene 𝑐𝑜𝑠𝜃 

𝑐𝑜𝑠𝜃 =
(𝑎̅) ∙ (𝑏̅)

|𝑎̅||𝑏̅|
 

Por facilidad se tomara n las coordenadas (3,4) y (-1,5), para realizar el producto 

punto: 

 

(𝑎̅) ∙ (𝑏̅) = (3)(−1) + (4)(5) 

= 17 

Áhora, se procede a calcular las magnitudes 

|𝑎| = √(3)2 + (4)2 = 5 

|𝑏| = √(−1)2 + (5)2 = √26 

Ásí  que 
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𝑐𝑜𝑠𝜃 =
17

5√26
= 0.6668𝜃 ≅ 48.18° 

 

 

Ejemplo 12. Sea M2×2 el espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden 2, 

obtener el producto punto para 𝐴 [
1
2

], 𝐵 [
3
2

]. 

 
Solucio n. El concepto se producto punto se lleva a otros espacios vectoriales. 
Se define para 𝐴𝑇𝐵 = 𝑎11𝑏11 + 𝑎12𝑏21 

Entonces  

𝐴𝑇𝐵 = (1)(3) + (3)(2) 

𝐴𝑇𝐵 = 9 

 

 

Ejemplo 13. Sean las matrices 𝐴 [
1 −1
2 1

], 𝐵 [
3 0
2 −2

], calcular el ángulo entre ellas. 

 

Solucio n. La idea de calcular el a ngulo entre matrices resulta abstracto. No obstante, 

tomando en cuenta el concepto de 𝑐𝑜𝑠𝜃 =
(𝑎̅)∙(𝑏̅)

|𝑎̅||𝑏̅|
, es posible realizarlo. 

De acuerdo con el problema anterior 

𝐴 ∙ 𝐵 = 5 

La magnitud de una matriz puede interpretar como el a rea comu n de |Á| y |B|. 

Para el caso de Á 

|𝐴| = √12 + (−1)2 + 22 + 12 = √7 

|𝐵| = √32 + 22 + (−2)2 = √17 

𝑐𝑜𝑠𝜃 =
5

(√7)(√17)
 

𝜃 ≅ 62.72 
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Conclusiones 

 

Esta leccio n ha sido meticulosamente disen ada con un enfoque geome trico, 
fundamentado principalmente en el teorema de Pita goras, para abordar el tema del 
producto interno en espacios vectoriales. Reconociendo la complejidad intrí nseca del 
tema, se opto  por explorar el producto interno de dos vectores desde una perspectiva 
eminentemente geome trica. Destacando la relevancia del ca lculo del a ngulo entre dos 
vectores, se incorpora la desigualdad de Schwarz para profundizar en la comprensio n. 

La estructura de la leccio n se ha construido de manera progresiva, comenzando con 
conceptos familiares para los estudiantes y avanzando gradualmente hacia la 
introduccio n del producto interno vectorial mediante recursos geome tricos y 
trigonome tricos. Se evita el desarrollo exhaustivo de algunas fo rmulas, pero se 
mantiene la seriedad matema tica necesaria, compartiendo fo rmulas esenciales 
inherentes al tema. 

El aspecto formativo de la leccio n radica en invitar al estudiante a verificar los 
resultados proporcionados en los ejemplos. Áunque se revela la respuesta correcta en 
algunos casos, se omite el desarrollo completo de la solucio n, estimulando al estudiante 
a confirmar la validez de la solucio n presentada. En u ltima instancia, el objetivo de la 
leccio n es dotar al estudiante de las herramientas necesarias para discernir cua ndo 
aplicar el producto interno de dos vectores en contextos pra cticos y desafiantes, 
prepara ndolo para abordar problemas matema ticos y geome tricos en el a mbito 
ingenieril. 
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ANEXO 1 

 

Manual para uso del programa de producto interno 

El programa es de tipo ejecutable, así  que no se necesita cargar en la computadora 

ningu n lenguaje en especí fico. 

Este programa no necesita protocolo de instalacio n. Solo se requiere grabarlo en la 

computadora en algu n directorio en particular que sea de uso general. 

Una vez en el directorio donde se encuentra el programa hacer doble clic sobre el 

nombre del programa para acceder al mismo.  

Aplicación: Producto interno en el espacio Rn    

Disponible en:  

https://www.rua.unam.mx/portal/Descargas/index/88272  

 

Áparece el nombre del programa en la primera pantalla. Para acceder a la pantalla de 

trabajo hacer clic sobre el nombre del programa. 

En la pantalla de trabajo, aparecen dos botones: el boto n de “inicio” y el boto n de 

“cerrar”: 

El boto n de “cerrar” al activarlo (clic), termina el proceso del programa y conduce al 

sistema operativo de la computadora. 

Ál activar con clic el boto n de “inicio”, aparece el boto n de “espacio con producto 

interno”. 

https://www.rua.unam.mx/portal/Descargas/index/88272
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Áctivando con clic el boto n “espacio con producto interno”, aparece el boto n “ejecutar” 

y al extremo derecho aparece la etiqueta “aprox” y una caja de texto con el nu mero “3”, 

indicando que el redondeo por default de las cantidades procesadas se redondea a 3 

decimales. Para cambiar el nu mero de decimales, hacer clic en la etiqueta “aprox” 

causando que se borre el “3” y se escriba el nu mero nuevo de decimales a redondear. 

En esta pantalla, aparecen en el lado izquierdo siete axiomas que pertenecen al espacio 

con producto interno. El propo sito del programa es precisamente probar estos axiomas 

interactuando con el programa a trave s de coordenadas en los vectores dispuestos al 

caso. 

 

En la parte superior de la pantalla aparece una galerí a que consta de: 

Una caja de texto etiquetada con “a” donde se puede ingresar un valor (escalar) que 

fungira  como factor aplicado a los vectores. Para acceder, solo se requiere escribir un 

nu mero dentro de la caja de texto azul indicada (el cursor se encontrara  parpadeando 

en dicha caja). 

Utilizar la tecla de “tabulacio n” del teclado para acceder a las siguientes cajas de texto. 

Las cajas verdes esta s etiquetada con “u”, las amarillas con “v” y las rojas con “w” 

indicando los nombres de los tres vectores que intervienen en este programa. Las cajas 

superiores son para almacenar las abscisas y las inferiores para almacenar las 

ordenadas correspondientes a cada vector. 

Una vez que los vectores ya tienen sus valores correspondientes, activar el boto n 

“ejecutar” con clic y en ese momento aparecen en la pantalla la aplicacio n de los axiomas 

1, 3 y 4 utilizando las coordenadas de los vectores ya mencionados. 

Ál activar el boto n “ejecutar”, aparece el boto n “sigue” el cual al ser activado con clic 

borra la pantalla actual y aparece la pantalla siguiente que contiene la aplicacio n para 

los axiomas 5,6 y 7 utilizando los vectores ya mencionados.  



26 
 

 

Ál mismo tiempo aparece el boto n “gra fica” y reaparece el boto n “ejecutar” 

El programa permite intercambiar entre los botones “ejecutar” y “sigue” para consultar 

los casos correspondientes a cada boto n. 

Par visualizar los axiomas propuestos, activar el boto n “grafica” con clic. 

Ál activar el boto n “gra fica” aparecen las etiquetas y cajas de texto “esc”, “cx”, “cy” y 

“axioma”. Para acceder y modificar cualquiera de ellas, hacer clic en la etiqueta 

correspondiente y acceder a la caja de texto.  

Para visualizar la gra fica de cualquiera de los axiomas, hacer clic en la etiqueta “axioma” 

e introducir en la caja de texto el nu mero de axioma a visualizar. Para acceder a otro 

axioma, hacer clic en la etiqueta “axioma” e introducir en la caja de texto el nuevo 

nu mero de axioma. 
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Cuando se requiera continuar en el programa y se quiera visualizar otro conjunto de 

vectores, activar el boto n “otro” el cual borra el contenido de la memoria y limpia la 

pantalla para recibir al nuevo conjunto de vectores. 

Todos los botones se pueden acceder con las teclas ra pidas en caso de no usar mouse. 

Las teclas ra pidas esta n sen aladas en cada boto n con un subrayado debajo de la letra 

correspondiente. Usar ÁLT-tecla ra pida 

No olvidar que al acceder al boto n “cerrar” con clic se termina la sesio n y se ubica en el 

sistema operativo de la computadora.  
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