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Prefacio

Este libro comprende el material del curso de transferencia de momentum, el cual se
imparte en la Facultad de Quimica de la UNAM. Una parte del material se basa en el
libro de R. B. Bird, W. E. Stewart y E. N. Lightfoot, “Transport Phenomena”, segunda
edicion, el cual ha sido el cimiento de los capitulos del programa de estudios del curso de
transferencia de momentum de la carrera de Ingenieria Quimica.

Como lo especifican los autores del mencionado libro, las transferencias de momentum,
calor y masa se desarrollaron independientemente como ramas de la fisica clésica, pero el
estudio unificado de estas disciplinas encontré su lugar como una de las ciencias funda-
mentales de la ingenierfa. Su desarrollo contintia creciendo y encontrando aplicaciones en
nuevas dreas tales como la biotecnologia, microelectronica, nanotecnologia y ciencia de
polimeros.

Los fenémenos de transferencia (o de transporte) han sido tradicionalmente materias de
indole matemadtica, pero estas disciplinas son mds importantes por su significado fisico.
Su esencia comprende el andlisis y similitudes entre los principios de conservacion y las
ecuaciones constitutivas en términos de los flujos. Aun asi, el lenguaje de estas materias
es plenamente matematico. Es por ello que el primer capitulo del libro estd dedicado al
andlisis de las herramientas matemadticas y la nomenclatura tensorial que se necesitardn
para la mejor comprension del curso de transferencia de momentum.

El capitulo 1 se titula Fundamentos Fisico-Matematicos y comprende 5 secciones: opera-
ciones vectoriales y tensoriales, operaciones diferenciales de vectores y tensores, teoremas
integrales de vectores y tensores, vectores y tensores en coordenadas curvilineas y ope-
radores diferenciales en coordenadas curvilineas. Al final del capitulo se encuentran 3
apéndices (A, B y C) que corresponden a las operaciones diferenciales en coordenadas
cartesianas, cilindricas y esféricas, respectivamente. Finalmente, se sugiere la practica de
algunas operaciones que se enuncian en la Tarea 1, extraida del apéndice A del libro de
Bird et al.

El capitulo 2 se titula Mecanica del Medio Continuo y comprende 4 secciones con 5
apéndices. Las secciones son: Cinemdtica, Dindmica del Medio Continuo, Ecuaciones
Constitutivas y Teoria Molecular de la Viscosidad. La seccién de cinematica, a su vez,
comprende las discusiones sobre movimiento relativo, cambio de volumen, conservacién
de masa, rapidez de deformacion y vorticidad. La seccidén de dindmica del medio continuo
incluye los principios de conservacion del momentum lineal y angular, el tensor de esfuer-
zos, presion hidrostatica y la simetria del tensor de esfuerzos. En la seccion de ecuaciones
constitutivas se deriva la ecuacién de Newton, la ecuacion de Navier-Stokes y la ecuacién
de la vorticidad. En la seccidn referente a la teorfa molecular de la viscosidad, se discute la
teoria de gases a baja densidad, la distribucién de Maxwell-Boltzmann, trayectoria libre
media y el mecanismo de transferencia de momentum. Finalmente, se incluye la discusion
sobre la teoria molecular de la viscosidad de liquidos.



El apéndice A deduce la ecuacién de la vorticidad en flujo bidimensional. El apéndice B
contiene en detalle el cdlculo de los momentos de la funcién de distribucion de Maxwell-
Boltzmann y de las variables relevantes, como la presion, velocidad promedio molecular,
frecuencia de colisiones y energia cinética. El apéndice C incluye el balance de masa en
los 3 sistemas de coordenadas. El apéndice D comprende las expresiones del balance de
momentum en los 3 sistemas de coordenadas. El apéndice E contiene las expresiones del
fluido Newtoniano en los 3 sistemas de coordenadas. Finalmente, en la Tarea 2 se lleva a
la practica el célculo de viscosidades de gases a baja densidad, gases densos, mezclas de
gases, viscosidades de liquidos y pardmetros moleculares.

El titulo del capitulo 3 es Balances Diferenciales. En €l se incluyen la solucion de varios
sistemas de flujo. Se divide en 5 secciones, que incluyen viscosimetria, flujos por gravedad,
flujos por presion, flujos radiales y flujos con simetria esférica. La seccidn de viscosimetria
discute la obtencion de la viscosidad en 4 aparatos: viscosimetro de placas paralelas,
viscosimetro de Couette, viscosimetro de discos paralelos y el viscosimetro de cono y
plato. En los flujos por gravedad se analiza el flujo de un liquido Newtoniano en un plano
inclinado. En la seccién de flujos por presion se incluyen los flujos en tubos, en regiones
anulares y con liquidos inmiscibles. Los flujos radiales comprenden los flujos radiales
entre discos paralelos y en la seccion de flujos con simetria esférica se analiza el flujo
alrededor de una esfera rotatoria. Para la practica, se incluyen 3 tareas (3, 4 y 5). La
tarea 3 presenta dos problemas de flujo por arrastre en cilindros concéntricos. La tarea
4 contiene un problema de flujo por presion en una ranura y flujo por gravedad de una
pelicula descendente. Finalmente, la tarea 5 incluye un problema sobre flujo radial entre
cilindros concéntricos y otro problema sobre el flujo lento entre esferas concéntricas.

El capitulo 4 versa sobre los fluidos no-Newtonianos. Contiene 3 secciones que contienen:
la ecuacion de Weissenberg-Rabinowitch (W-R), flujos no-Newtonianos en tuberias y
flujo torsional en fluidos no-Newtonianos. En la primera seccion se deduce la ecuacion
W-R, que es utilizada para la obtencién de la viscosidad no-Newtoniana en un tubo. La
seccion de fluidos no-Newtonianos en tuberias incluye dos ecuaciones constitutivas: ley de
potencia y la de fluidos de Bingham o viscopldasticos. La tercera seccién de flujo torsional
también incluye a estas dos ecuaciones constitutivas. Finalmente, la tarea 6 contiene un
problema que consiste en determinar la viscosidad de un fluido x utilizando un tubo para
determinar los pardmetros materiales del fluido.

El capitulo 5 contiene 3 secciones: flujo a bajo nimero de Reynolds, flujo potencial y
capa limite. Con respecto al flujo a bajo niimero de Reynolds, se describe primeramente
la formulacion de los flujos bidimensionales incompresibles y la aplicacion al flujo lento
alrededor de una esfera. La segunda secciéon comprende la formulacién del flujo potencial,
que contiene dos partes: flujo potencial bidimensional y tridimensional. El flujo potencial
bidimensional comprende el andlisis de varios tipos de flujos: flujo uniforme, flujo fuente,
de sumidero y de vortice, flujo debido a un dipolo y flujo alrededor de un cilindro. El
flujo potencial tridimensional comprende el andlisis del flujo uniforme, flujo fuente y
sumidero, flujo debido a un dipolo y flujo alrededor de una esfera. La tercera seccion
comprende la discusion sobre capa limite, que incluye la solucién de Blasius y soluciones
aproximadas. El capitulo 5 también incluye dos apéndices: el apéndice 5-A contiene en
detalle la solucién del flujo potencial alrededor de un cilindro y la del flujo alrededor de
una esfera. El apéndice 5-B contiene la solucion de la integral de momentum.



El capitulo 6 se titula Transporte Interfacial de Momentum, que comprende el cdlculo de
los factores de friccidn y se divide en 3 partes: coeficientes de friccion en tuberias, factores
de friccion en cuerpos sumergidos en esferas y los factores de friccion en medios porosos.
En la seccién correspondiente a los factores de friccion en tuberias, se exponen las graficas
de factor de friccién en funcién del nimero de Reynolds para los problemas directo e
inverso y la resolucién de problemas practicos de este tema. La segunda parte incluye la
grafica de factor de friccion en funcién del nimero de Reynolds para el flujo alrededor de
esferas, incluyendo un problema de sedimentacion de esferas. La parte correspondiente a
medios porosos también incluye la grafica de caida de presion en funcién del nimero de
Reynolds. Las tareas propuestas (7 y 8) contienen problemas précticos sobre el problema
directo en tuberias (célculo de la caida de presion), el problema inverso en tuberias (calculo
del flujo volumétrico) y la sedimentacion de esferas. La tarea 8 expone dos problemas de
flujo en medio poroso: flujo de liquidos y flujo de gases.

El titulo del capitulo 7 es Balances Integrales. Tiene el objetivo de hacer contacto con los
problemas relevantes en Ingenieria de fluidos. Se expone la deduccion de los 3 balances
integrales: masa, momentum y energia mecdnica (ecuacion de Bernoulli) y su aplicacién a
varios sistemas de flujo. Estos incluyen el flujo en tuberias con tramos rectos y accesorios
(codos, contracciones, expansiones, valvulas), después de analizar la potencia de la bomba
y las curvas de la tuberia y la curva de flujo de la bomba. Se describen ejemplos del
célculo de la potencia de la bomba en un sistema de tuberias, el flujo en expansién, flujo
en contraccion, eyector liquido-liquido y vaciado de tanques (tanque cénico y cilindrico).
Finalmente, la tarea 9 contiene dos problemas: el cdlculo de la potencia de la bomba en un
sistema de tuberias y el cdlculo del flujo volumétrico en otro sistema de flujo. La tarea 10
pone en practica problemas sobre flujo en expansion, flujo de gases en tuberias y flujo de
liquidos en regiones anulares.

Los 7 capitulos del libro contienen ejercicios extraidos del libro de Bird et al. En el curso
de Transferencia de Momentum, se sugiere que los capitulos 1 y 5 sean capitulos de
referencia y los demds capitulos se analicen en detalle en dos partes: la primera que incluya
a los capitulos 2, 3 y 4, y la segunda que incluya los capitulos 6 y 7. El capitulo 1 de
fundamentos fisico-matematicos puede ser incluido en el curso cuando ciertas secciones
sean necesarias como bases matemadticas para la explicacion de determinadas partes del
curso, o como un primer capitulo del curso. El capitulo 2 es un capitulo basico en el que
se deducen las ecuaciones relevantes de mecénica de fluidos. Este capitulo difiere del
enfoque de Bird y coautores, ya que no incluye a los balances de coraza. La razon de ello
es que resulta mds conveniente la deduccion de las ecuaciones de balances diferenciales a
partir de teoremas integrales, que son generalmente vdlidos, y a partir de las ecuaciones
deducidas resolver los problemas de flujo. Muchas de las resoluciones de los problemas
difieren de aquellas de Bird et al. El capitulo 5 es un capitulo de referencia y se analiza en
detalle en cursos mads especializados.
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Capitulo 1

Fundamentos Fisico-Matematicos

1.1. Operaciones Vectoriales y Tensoriales.

1.1.1. Definiciones.

o ,

3

Figura 1.1. Sistema de coordenadas.

En el sistema de coordenadas (1, 2, 3) definimos los vectores unitarios:

él = <1a 07 0) ) §2 = (07 la 0) y §3 = (07 07 1)

0
0 , etc.
0

y las matrices unitarias:

<7}

<%

|
~
o O =
o O O
o O O
< - =

<7}

[e%)

[V}

|
~ _
o O O
(e R

La siguiente suma nos da:

1 00
8101 +9028, +8;8;=8=[010 =1
0 01

la matriz unidad.

(1.1)

(1.2)



Cualquier vector o tensor puede ser expresado en términos de los vectores y matrices

unitarias:

v=v10, +wné,+wvd;=v06, (i=1273), (Se omiti6 el simbolo sumatoria Z

T=116,0,+ 726,86, + " =71;6,0,;
3 3
i=1,---,3, j=1,---.,3), Se omitié la doble sumatoria ZZ
i=1j=1
yw=viw 6,8, +viw28,6, + - =viw;8;9,;
33
(i,j=1,2,3) , Se omiti6 la doble sumatoria Z Z (1.

Se define la delta de Kronecker &;; y el simbolo de permutacion &; jx como sigue:

Gz s sy .
5,']' =0 si i 75 ]

gk =1 si ijk=123,231,312

gix = —1 si ijk=321,132,213 (1.
gjik =0 si algtn indice es igual

1.1.2. Operaciones con vectores y tensores.

8;-0; = 0 (producto escalar) (1.
3
6, = Z &ijk Oy (producto vectorial) (1.
=1
8;6;-0, =6 (5"5k):§i5jk (1.
Qi 'éjék - ( ]) - 5ij 5k 1.
6;8; 8,9, = 51 (QJ 5k) 51 =9 51 jk 1.1
3
8;6;x6; = 9, (3]><5k Z Ejk1 0; 0; 1.1
Z

3

i=1

3)

4)

5)

6)
7

8)
9)
0)
Y

2)

3)

La operacidn traza (tr) indica la suma de los elementos de la diagonal de una matriz.

)
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Con base en esas operaciones, se puede calcular el producto escalar entre dos vectores:

Si V = (Vla V2, V3) y w= <W17 wa, W3)a
o sea, v=v18,+vnd,+v303 = v; 9;
w

= w18 +w28,+w383 = w;é;
=

Veow = vinéi-éj = V,'stij = ViW; = Viw] + vawy + vz w3 (1.14)

El producto vectorial entre dos vectores:

8, 6, &
VX W = vjéjxwkék = v wg (ijék) =viwe & d; = |vi va vz| (1.15)
wip w2 w3
Como ejemplo,
0, 6, O
o, = (1,0,0), 5,-6, =1 91 93 O3
si 8 = ) entonces ' ' y 0;x8, =11 0 0| =05
§2:(07170) §1'§2:O 0 1 0
ya que:
01 X0, = €303 = 65
0, x08; =¢€136;3=0 vy
0, x8) = 1303 = —03 .
El triple producto es:
1 00
8- (0,x03) =66, =1 = |01 0 =1
0 01
up up Uz
u-(xw)=|vi v (1. 16)

wr w2 w3

El producto vectorial de un tensor y un vector:

§1§2‘§2 :§1522 :§1

que es lo mismo a:



010 0
0 00O 1 :(1, 0, O)
0 00 0
1-v= Tijéiéj'vkék = Tij Vk (éiéj ék) = Tijvkéi 8jk = Tijvjéi
(1.17)
Si
0 112 0 0
=0 0 O y v=[v], zv=(112v,0,0) o (112v2)34,
0 0 O 0
El producto tensorial de dos tensores:
-7 =(0i98;8;) (t 8;8)) = 0ij 1 8; 5k §; = 0ij 11 ;5 (1. 18)
010 00O 0 01
000 0 00 0 00
0 O12 0 00 O 0 0 O12 T3
Sig:OOO y£:001’23 :>gg:00 0
0 0 O 00 O 00 0
El producto escalar de dos tensores:
0:1=0;8;8;: W8 8 = 0ijTu(8;8; : §;8;) = 0 T 8 &y = 0 Tji
(1. 19)
816,:8,8, =1(8,-81)(8,8,) =616 =1
Si
0 O12 0 0O 00
g = 0O 0 O y g = 1 0 0
0 0 O 0 00
o 0 0
= g:gzclzrm:tr<g-g):tr 0 0 0
0 00
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1.2. Operaciones Diferenciales de Vectores y Tensores.

1.2.1. Operador diferencial vectorial:

0 0 d
V=29 dx; +§23x2 + 93 0 x3 =9

1.2.2. Gradiente de un escalar:

dx; >

Vy = (ai) (v;8,) = D5,

Su transpuesta es:

dv;
r— ~27158.§.
VE - axjéléj

1.2.4. Divergencia de un vector:

d av;
Vo= (85) 08) = 528

8v1 4 8\12 + 8\/3
8x1 &XQ 8)63

1.2.5. Divergencia de un tensor:

d 87,(
Vir=(87,) (ne) = 5
d7; aT;
= Sl 80 = 58

0
1 9x;

(5

avj
 dx; %j

(1. 20)
(1.21)
(1.22)
dv;
8x,
(1.23)
(1.24)



Por ejemplo :

(V'l)kzl = (V-g)l _Jm n d Ty N PES

dxi d x> 0 x3

Otro ejemplo:

9

d
Voyw = <§i axi) - (viwk) 8,8, = g(vjwk) 0ij O = -

1

8v1w1 8V2W1 8V3W1
T dxy dxy 8)63

1.2.6. Laplaciano de un escalar:

0 ds 0%s
V.Vs— (éia_x,-) . (Qj a_xj> = Jeay

ij =

1.2.7. Laplaciano de un vector:

= (V-

. 0 8Vk 82vk
vove= (éi 8_x,) (8x] % 5k) 8x,8xj

(92 azvk
ax, 8xj 0j O =

tal que, por ejemplo,

82v1 82v1 82\/1

V . V _ — + =
( V)i 8x% + 8x% 8x§

0%s

8xi2

6,9,

V) wi

(1. 25)

(1. 26)
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1.2.8. Rotacional de un vector:

0 0
Vxy = (Qjﬁ) X (v 8y) = a;k (8% 8;)
j j

dvi | d d d
’8xJ 8x1 8x2 a)@

= z]k6

Vi v2 V3
Por ejemplo,

- - dvs vy dvi I
(Vxv) = (Vxp)_ = 8, (8123 dx + €132 ng) 9, <8x2 8x3)

Otros ejemplos:

B B d vy o _avk
v-Vy=(-V)y= (- (ax é16) = Vi dx; (81 é]) O
av dv
=3 ksl,(sk_v,a"ak
tal que
v dv; vy
(v-Vy) = (V) = v18_1 +v28_x2 +V3a_xS
d dp
V.pd = <§l axl,) (p8;8)) = 5 (8:-8)) &,
_dp o o _dp o _
= o 000 T 5 4 =V
Si r=x6;
entonces:
0 dx;
Vr = <§i a_x,) (xj8,) = B_xiéiéj = 0ij0;0; = 9,9, =38

(1.27)



1.3. Teoremas Integrales de Vectores y Tensores.

1.3.1. Teorema de la divergencia.

///V-de://y-st (1.28)
// Vst://sgds (1.29)
J|[v-zav = [[z-nas (1. 30)

1.3.2. Formula de Leibnitz.

o= [ [

1.3.3. Teorema de Stokes.

//(ny) ‘nds = ]{(z-z) dC

t es un vector unitario tangente en la direccion de C.

(1. 32)

Ejemplo: Ec. 1. 28,

o 8v1 aVQ aV3
///V v v = /// (8)61 8x2 a)@) v
—///—dxldxzdx3+///—dx1dx2dX3+///—dx1dx2dx3
0 X1 3)62
= // @d)q dx> dxsz + // @d)Q dx) dxs + // —dX3 dxi dxy
dxy dx; Jx3

://Vl dX2dX3—|—//V2 dxldX3—|—//V3 dx; dx»
://v1 nlds—i-//vz nzds—l—//V3 ngds://yﬂds

21
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1.4. Vectores y Tensores en Coordenadas Curvilineas.

1.4.1. Diferenciales de area y volumen.

Coordenadas cartesianas.

—L—

3)

Suponer un cubo de lados L, H y W

w H

dS, =n.dyd, = |S,| :/ / e dyd. = WH
0 0
w L

as, =ndid; = IS = [ ["inldid. = WL
0 0

H rL
d§Z :’lzdxdy = ’52‘ = / / ‘nz’dxdy = HL
0 JO

W rH /L
1% :/ / / dedyd, = WHL
0 0 JO

Coordenadas cilindricas.

Yz por lo que:
AZ :
nz_r\ L1 (— x = rcos0
T [ y = rsenf
L " =2
= o

Figura 1.2. Coordenadas Cartesianas.

r = x% +y?
0 = tan ' =
7=7z

Figura 1.3. Coordenadas Cilindricas.

(1. 33)



dS.=n,dr(rd9)

21
S| = n|rdrd@ = mr?
s = [ [

dS, = n,(rd0)(dz)

r

L 27w
S,| = / / ln,|rd6dz = 2nrL
0 JO

V = /()L/()zn/()r(dr) (rd0)dz = nr’L

Coordenadas esféricas.

asi,

x = rsen0cos¢

y = rsen0 sen¢ 0 = tan

z = rcos0 ¢ = tan

dS, = n, (rdp) (rsen6)d¢

r

2n T
1S,| = rz/ / ny|sen0d0d¢ = 4mr?
0 0

V = /()Zn/on/or(dr) (rd@) (rsen0d¢) = 3

1Y

X

r=\x2+y:+ 2
VR 4y

<

Figura 1.4. Coordenadas Esféricas.

(1.34)
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1.4.2. Transformaciones cartesianas - cilindricas.

Operador diferencial en coordenadas cilindricas.

De acuerdo a las transformaciones mostradas en 1. 33, tenemos las siguientes derivadas:

92 2y 20 a9
or 9xar " ayar azar OV ax TMY5y
i—iﬂ_’_iﬂ_*_iﬁ—_ 9_+ 9_
00 9x060 ' 9yd6 azae MMV ax TTYY,
9 _00x 99y 00:_0
dz dxdz dydz dzdz 9z
En forma matricial:
9 )
ar cosO® senfB 0 dx
%;—9 = | —senB cos6 0 % (1. 35)
i 0 0 1 9
0z EF:
En forma sintética:
V=0 V° (1. 36)

donde V es el operador diferencial en coordenadas cilindricas, VC es el operador diferencial
en coordenadas cartesianas y Q es la matriz de transformacién. En términos de sus
componentes:

B 0 1 0 0 c 0 0 d
V—§r$+§9;ﬁ+éza—z y \4 —Qxx‘f‘éya—y‘FQZ&—Z (1.37)
Las transformaciones inversas (cartesianas — cilindricas) son:
Jd  d dr d 00 Jd dz 98_ 918
Ix Jrax 90 ax azax U0 "7 38
9 _09r 006 99z _ 0 10
dy drdy 969dy dzdy Sy T 9

0
gz 9rdz 9609z  3z9z  az



Las ecuaciones anteriores involucraron las siguientes operaciones:

ﬁ:)_czcose ﬂ:)—;:sene
dx dy r
26 %(f—c) x? (—y) -y  —senf
- = f— _ = — = y
2 2 2 2 2
dx 1+Y5 X +y* \ x r r
00 % (%) X2 ( 1 ) X cos 6
P 2 T 212 \y) T 2~
dy 1 + )y7 x* +y* \x r r
En forma matricial:
d d
dx cos0 —sen6 O dr
d 1 d
— | = | sen® cos6 O - — 1. 38
dy rado ( )
9 0 0 1 pa
dz Jz
En forma sintética:
ve=0".v (1. 39)
donde Q7 es la matriz transpuesta de Q.
La matriz Q es una matriz ortogonal, de tal forma que Q - QT =1 (1. 40)
La misma transformacion opera sobre los vectores unitarios:
or cos® sen 0 ox
00| = | —sen6 cos® 0| - |3y
0z 0 0 1 0z
=
ox cos® —senB 0 or
0y | = | sen® cos6 Of - |56 (1. 41)
0z 0 0 1 0z

De hecho, la ecuacion 1. 39 se puede demostrar en términos de los componentes:

25
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) 0 8 ) 1 d
C _ — _ — -
\% —558 + dy c?y = (8rcos® — 860senh) (cos@ar sen 0 ;. 89)

10 )
+ (8rsenB + 56 cos0) (sen@ + cosO — 80) + aga—z

Q.)

€ = §rcos® 9i — 5rc0s9sen(—)—i - 59sen@cos9i + 59sen 9;%

ar rado ar
d 1 d d 1 0
+ S rsen® 9(9_ + 5rsen9c0s9;a— + 5900s9sen9$ + 86 cos” 9?%
d d 1 0 d
(1. 42)
1.4.3. Transformaciones cartesianas - esféricas.
En este caso, tenemos que Q estd dado por:
sen@cos¢ senOsend cosO
Q = |cosBcos¢ cosOsenp —senb (1. 43)
—sen¢ cos ¢ 0
Y,
d d 1 0
V=06r— - _ .
6£8r+69 d0 +59rsen98¢ (1.49)
de forma que:
or ox
60| =0 |6y (1. 45)
69 0z



1.5. Operadores Diferenciales en Coordenadas Curvili-
neas.

1.5.1. Diferenciacion de los vectores unitarios.

Coordenadas cilindricas:

Con base en la ecuacion 1. 41, los vectores 0 r, 4 0 son funciones tinicamente de 6, por

lo que
d d 0
d d d
A su vez, § z no es funcién de 6:
0
Pero:
d d
ﬁcSK =350 (c0s63)_c+sen932) = —senB0x+ cos63y =680 (1. 48)

y

0 0
ﬁ(SQ =350 (—sen95)_c+cos95x) = —cos00x —sen@dy = —6r
(1. 49)

Coordenadas esféricas.

Con base en la ecuacion 1. 45, los vectores 6 r, 6 8y 8 z son funciones tinicamente de 6y
¢, por lo que:

d d d
ESz:O , ESQzO , 55920 (1. 50)
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d d
%55:ﬁ(sen9c0s¢5)_c+sen9sen¢5y+c0s95Z)
=cos0cosP dx + cosOsenp Sy — sen6dz = 68
2 50 =2 (cosBeos¢ dx + cosBsend Sy — send 82)
55°% =3, cos@cospox+ cosOsendpoy — sen6oz
= —senBcosp 5x — sen@senp 8y — cos@6z = —0Or
d
59099 =0 (1.51)
Similarmente:
d 8 d
—O0r = sen, — cos®, —O8¢ = —0rsend — 60 cos0O
g O T OLnE. 5508 =008, 5400
(1.52)
Ejemplos.
1. Calcular V - v en coordenadas cilindricas:
d 1 d d
V. 5r$+59;ﬁ+52az - [0rv, + 68vg + Szv,]
=0 o 0 60 ) 591 J 1) 60 0
= Ka—r'[ rvy 4+ 86vg + 6zv;] + _;ﬁ'[ rvp + 80ve + 8zv
0 | dve  dv, v, 1dvy
+5§a_z'[5lvr+5gve+5§vz] = |5t 5.t T3,
porque
1 d av, d vy
y
1 0 1 dvy,
08— 55 100ve] =(66-60)_ —



2. Calcular el Laplaciano en coordenadas cilindricas:

8 1 8 8 d 1 0 0
a2 9% 1 9 0 1 0 1 0
02 82 1 d d 92 1 d [ d 92
“on taat ot Kae&) ar t (99(9r6£] o0 {% (%‘Sg) * 8_9254
NEANS +1z+18_2
1oz " o2 rar  r2oez

3. Calcular las componentes (Vv)g, y (Vv)gg en coordenadas cilindricas:

Vy = (6[i + 5Qli + 6§%) (6rve + 80vg + S2v;)

o7 roe )
5Q%;—9 (86ve) = 5Q% [5Q% e aaaeﬂ
= 35050 (} a—V;) 805, (7))
5g%% (Srv)) = SQ% {ézgvg + w%&}
:5Q55(%3g)+6Q5Q(¥)
Por lo tanto, la componente (VZ)er = %% Vre
y la componente (Vv)ee = %% + V_rr

29



Apéndice A.
Operaciones diferenciales en coordenadas cartesianas (x,y,z):

_dvy  dvy v,
(V-v) = dx + dy + a2z A-D

B d0%s %5 0%s

2
(Vis) = 55 + 5 oz (A-2)
dvy 0 vy 0 vy
(2:72) == (50) + o (5) = (52)
dv dv dv
ee(Ge) v (5r) + = (52)
dv dv dv
run(55) o (55) + = (5) (A9
d
Vsl = 5 (A-4)
ds
Vsl = 55 (A-5)
d
Vil = 5 (A-6)
d d
Voo =50 -5 (A7)
dvy 0
Vo, = 57 - 5 (A-8)
d d vy
Voo =50 -5 (4-9)
0 Tw | 0Ty | 0Ty
[V-g]x - dx + dy + 2z (A-10)
0Ty | Oy | 0T,
[V-EL = Gt et (A-11)
0T, 0Ty JTy
[V . EL dx dy 2z (A-12)

V], = - + (A-13)

V3], = + + (A-14)

(V3] = + + (A-15)



v-Vw], = v
v v, = o
v Vw], =
Vi, = 55
Vyl, = %
V.. = %
Vo) = 5
V], = %—vyy
[V, = %—vyz
V., = aavzx
Vyl, = %—vzy
V. = aa—v;
(v-V) = Vx%

(A-16)

(A-17)

(A-18)

(A-19)

(A-20)

(A-21)

(A-22)

(A-23)

(A-24)

(A-25)

(A-26)

(A-27)

(A-28)
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Apéndice B.
Operaciones diferenciales en coordenadas cilindricas (r,0,z):
14 1dvg dv,
V.y) = D+ - =2 4 =L
(V-v) (rv)+r89+8z

V=g
Iy 1P
r29602  dz2

] B v, 1dv, vy v,
(£:vy) ”rr(ar) e (;ae —7> ”rz(a—z)
Bve 18\29 Vy avg
—ar)“% (;—ae +7) e <_8z)

dv, 1dv, dv,
T | 5. )+ %e 90 + Tz 9z

~

v, = 2

[Vslg = %g—g

vl = 2°

[V xy], = igvez _ aa"zo

[V xvlp = %‘}Z’_%

¥l = G5 - 55

v EL = %%(rm) -+ 1%% n 88 - Tie
:V'E}e = :—2; (r’t,6) + I%Tee + o+ Tor — Trp
:V-EL = %%(rrrz) + %%Tez 4 aizfzz

10 1 9%y 0%y 2 dv
VZ - - - r r_ = (7]
V7, ar (r&r (rvr))+r2892 * 2z2 r*de

(1 0 >+ 1 %vg J%vg 29,

rar o)) T a e T o2 Y Rge

d v, 1 9%v, 9%y,
- r— _|._ J—
or r2 002 d72

(B-1)

(B-2)

(B-3)

(B-4)

(B-5)

(B-6)

(B-7)

(B-8)

(B-9)

(B-10)

(B-11)

(B-12)

(B-13)

(B-14)

(B-15)



V], = aavr,

Vil = 20

V. = %

Vi - L

Vil = 1O%

[Vyle = %—V;

Vil = %—VZZ

(v-V) = vri+v—Gi+v 9

or r 06 ‘9z

(B-16)

(B-17)

(B-18)

(B-19)

(B-20)

(B-21)

(B-22)

(B-23)

(B-24)

(B-25)

(B-26)

(B-27)

(B-28)
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Apéndice C.
Operaciones diferenciales en coordenadas esféricas (r,0,¢):

) 1 4 1 dvy
(v sent) + rsen® d ¢

(st) = li r? & + ! 9 senf —— A —i——l 8_2s
2 or ar r2senb 96 a0 r2sen?0 o ¢

- r2ar rsen@ o

_ B av, 1dv, vg 1 dv, vy
(g:vy) = 5 (a_> T (;ae - 7) T (e 70 7>

1dv v 1 Jdv v
;—9+7r)+fe¢( —6——¢C

rsen@ d ¢ r

+r 8v¢ e 18V¢ +7 1 8V¢+ +V9
or r 99\, 90 T d0 r

vs, = 2
[Vslg = %:99_;
[Vslo = rselnG g_;
Vo, = rselnG aae (vo senf) — rselnG %6
VXl = o G = 15 ve)
Vg = 12 (rug) - 1OV
v i]r = 2g, (rw) + rse1n936 (To send)
* rselnG%T‘Pr - M
[V'g}e - r%%("%"’) T rseno 9 g (700 5en0)
N rsen()%fw N (Tgr—Trg)r— Topcoto
[V'ELD - r13 aa (r70) + rselnG &ae (Tag senf)
N rselnej—q)%qb N (T¢r—rr¢)r+f¢gcot9

(C-1)

(C-2)

(C-3)
(C-4)

(C-5)

(C-6)

(C-7)

(C-8)

(C-9)

(C-10)

(C-11)

(C-12)



d (10 1 0 dv
2 _ 9 7 r
V7], = ar (r28r(r Vr)) * r2senf d 6 (Senea(a)
1 9%, 2 2 dvy
+ r2sen?0 0 ¢ rzsen989<vesen9) r2sen® 0 ¢
10 (v 10 (1 0
Vg = 2ar\" ar + 206 sen989<v9sen9)
N 1 9%y 2dv, gcoteﬂ
r2sen?0 092  r2d0  rrsenB 0¢
W 10 (pd) 10 (1 0
[v X}‘P ~2ar\" ar + 206 sen989(v¢sen9)
1 82v¢ n 2 dv, 2 cotf dvg
r2sen’0 092 | rlsenf d¢ | r2senb 0¢
B ow, 1dw, wy 1 dw, wy
- Vul, = vr(ar)—'—Ve(;aB _7> +V¢<rsen6 d¢ _7>
dwg 1dwg W, 1 Jdwg W
[y‘Vv_v]e—vr(ar)+ve(r Jd06 + r)+v¢<rsen9 do rCOte
8w¢ 18W¢ 1 8w¢
[y-Vm](p B vr( ar ) +ve (?%) TV (rsenQ a0 +_+_COZO
v,
Vi, =5,
av
[VZ]rO = a_re
dv
Voo = 57
1dv, v
Ve = 56~ 7
1dvg v,
Viloo =550
1dv
Voo = 59

(C-13)

(C-14)

(C-15)

(C-16)

(C-17)

(C-18)

(C-19)

(C-20)

(C-21)

(C-22)

(C-23)

(C-24)
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(Y'V> :Vr_+v—9—+

1 dv, vy

rsen® d¢ r
1 aVQ Vo
= 2% _ 0 o0
rsen@ 0 ¢ o
1 8V¢ Vy Vo
— + — + —cot0
rsenf d ¢ r + P
d d vg d

ar r 96  rsenfd¢

(C-25)

(C-26)

(C-27)

(C-28)



Tarea 1

1. Operaciones entre vectores (Apéndice A, pig. 814, Bird et al).
El vectorv = (1,2, —5) y el vector w = (3, —1, 1). Evaluar:

a) (v-w)

b) (v x w)

c) Lalongitud de v
d) (8;-v)

e) (8; x w)

1) Angulo entrevy w

g) (r x v), donde r es el vector de posicidn.

2. Operaciones entre tensores y vectores (Apéndice A, pag. 819, Bird et al).

3 2 -1
Si z=[2 2 1 y v=(53,-2), evaluar:
-1 1 4

Evaluar:

a) [8,8; - 8,] x §,

D) [8:8,6,]
o [8:9]
@) |- 9]
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3. Coordenadas cilindricas (Apéndice A, pag. 839, Bird et al).

Expresar las siguientes operaciones en coordenadas cilindricas:
a) V - py,donde p es un escalar.
b) [V - pvy],, donde p es un escalar.

c) [V - p é} o donde p es un escalar.

o (v [

e) [v-Vyly
f Vy+ vy



Capitulo 2

Mecanica del medio continuo
Ecuaciones constitutivas

2.1. Cinematica.

La cinematica de fluidos incluye el estudio del movimiento relativo, del cambio de volu-
men, rapidez de deformacion y vorticidad en un elemento de fluido.

2.1.1. Movimiento relativo.

Cinematica es la descripcion del movimiento per se, que se aplica a todos los fluidos. Su
descripcion se basa en el concepto de transformacion puntual. Al tiempo t = 0, una
particula o “eclemento material” se encuentra en la posicion £ y al tiempo t = t, su
posicion es x. Entonces,

x=x(§, 1) 2.1

El concepto del continuo reemplaza la teoria cinética molecular por un continuo cuya
velocidad en cualquier punto es el promedio de la velocidad de las moléculas en una
vecindad del punto.

Las coordenadas iniciales de un elemento material & son denominadas de Lagrange o
convectivas, y las coordenadas x son espaciales, referidas a su posicién en el espacio. Si el
movimiento es continuo, admite la inversion de la ecuacion 2. 1 para obtener la posicién
inicial del elemento &:

£=&0 22
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La condicidn para la existencia de las funciones inversas es que el Jacobiano sea distinto

de cero:

a(XI, X2, X3)

"9, &, &)

Por ejemplo, la densidad en la vecindad de un elemento é es p (é , 1), que es aquella
observada en el sistema de coordenadas del elemento material. En la descripcién espacial,

J = 2.3)

Q.)| S8)
|uve| 1=

p (L t) =p [é (la t)’ t] y su inversa: p (év t) =p [)_C <§7 t)v t] (2.4)

Consistente con lo anterior, se definen dos derivadas temporales:
d d d d
R — == 2.5
at (8t>x Y dt <3I)§ 2-35)

por lo que, en el caso de la descripcion de la densidad, %—’; es observada en un punto
fijo x, mientras que ili—’t) es observada en un sistema de coordenadas que se mueve con el
elemento material (derivada material). Si x = x(&, ), la derivada material de la posicion

del elemento material es su velocidad: N

dx |dx|dS [dx] [dx
T [ﬁ] a5 - 15, =0

La relacion entre ambas derivadas es la siguiente, para cualquier funcién f:

df 9f(&,1) dflx(81),1] 9f (ox If\ _df

i e T e _E(E)§+<$>X_W+E'Vf
- 2.7)

Por lo que:

df _df

E_W+Z'Vf (2.8)

Ejemplos.

Considerar los perfiles de velocidad en los siguientes sistemas de flujo (ver figura 2.1):

El punto (D) tiene coordenadas (xj, x2, x3) y el punto () tiene coordenadas (&1, &, &3).

En (a), la relacion entre las dos es:

d vy N EAS Av  dv Vo — vy
(WL - (W)XWE ~ o VLo




i3y

|
©)

0 (a) 0 (b)

Figura 2.1. (a) Perfil parabolico correspondiente a un flujo laminar, (b) Perfil de velocidad
constante (flujo piston o tapon).

8 Vi . ..
—— | ¥y no existe movimiento
at ),

relativo. Se puede demostrar que si f (x, 7) = 0 es una superficie constituida por los
mismos puntos, entonces:

df df

= = — V
dt 0 8+V !

En (b), como v, — v; = 0, entonces (@) = (
dt )¢

2.1.2. Cambio de volumen.

Figura 2.2. Un elemento de volumen ciibico cambia de volumen desde uno inicial (t =0)dVy
a uno final dV a un tiempo posterior (t = t').

La regla de transformacion es:

dx; = 321 d§ , dx, = g? d&,, dx; = 32 d§,. Elcambio de volumen estd definido por:
dV(t) = dx; - (dx, x dx3) = dx; dx; dxs3, substituyendo,
dv(t) = g?l dt - (322 dé, 32 dé§, ) arreglando términos:
_dx; dxy dx3
dV(f) = 8_518_628_53 <d§l . déz X d§3>,
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dV() :dél -déz X d§3 :d§1d§2d§3

0
7 0
Ix1 dxs 9 dxmanan |07
X1 0X2 0X3 X1 dXxp 0Xx3 XD
Por lo tanto, dV (¢ — —— =—dVy. Ahora, =0 —=— 0
=58 0808"" 8066 | 98
X3
0 hdlat)
d &
Luego entonces : dv(t) = JdVy 2.9
La regla de transformacion entre dV (t) y d Vy es el Jacobiano.
En el caso de un elemento material cualquiera, el Jacobiano es:
8 X1 8 X1 8 X1
d& d& dJ&
dxy dx» dx»
J = (2.10)
& d& d&
0 X3 0 X3 d X3
d& d& J&

Teorema de Reynolds.

Este teorema fundamental se deriva de la férmula de Leibnitz ecuacién 1.31, y demuestra
la derivacion material de integrales de volumen. Considérese un elemento de volumen
V (t) rodeado por una superficie cerrada S (¢) determinada por su normal n, desplazandose

a una velocidad v (ver figura 2.3).

|

Figura 2.3. Elemento material o elemento de vo-

n lumen de un fluido.

La derivada material de una funcién f de las coordenadas y del tiempo definida en un
volumen que cambia con el tiempo estd dada por la siguiente expresion:

d///fxtdv /// (x, 1)dV (1 +//fxtv S(1) 2. 11)




Demostracion.

Considérese primero el caso en que f es una constante, para evaluar el cambio de volumen.
Esto es,

) // v (i //v ndS(t 2.12)

d
Por ende, la definicion de gasto volumétricoes: Q = P V(t) = [[v-ndS(t).

Por el teorema de la divergencia y utilizando la ecuacién 2. 9 obtenemos:

//vndS // VovdV(i // (V) J (1) dVy (2.13)

El cambio del volumen con respecto al tiempo puede ser expresado como:

0= ///”VO = ///_d"o (2. 14)

De las ecuaciones 2. 13 y 2. 14, se deduce que
dJ

= J(V-v) (2.15)

La ecuacion 2. 15 expresa que el significado fisico de la divergencia del campo de velo-
cidades, estd relacionado con el cambio proporcional del volumen del elemento material
con respecto al tiempo. En fluidos donde no hay cambio apreciable de volumen (fluidos
incompresibles) se tiene el siguiente resultado:

Viy=0 (2.16)

Continuando con la demostracion del teorema de Reynolds, considérese el cambio de
volumen expresado en la ecuacion 2. 9:

- // Flx,)dV(e dt///f £dVe = ///[ ]dVO

Substituyendo la ecuacién 2. 15 en la dltima ecuacion,

///{_”” }d"o ///{—Jrf }JdVo:/// Cfi—f+f( )} dV (1)

Por medio de la ecuacion 2. 8 (definicion de la derivada material) obtenemos:

[ rwnavio = [[[ |5 +v-vr+ 10| ave = [ff |5+ - ave)

2.17)

Aplicando el teorema de la divergencia obtenemos:

ol rnavin = ][5 v [ e

Las ecuaciones 2. 17 y 2. 18 prueban la ecuacién 2. 11 y el teorema.

(2.18)
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2.1.3. Conservacion de masa y ecuacion de continuidad.

Definiendo a la masa: m = / / p(x,1)dV (2.19)

Donde la densidad p (x, 7) es funcién de las coordenadas y del tiempo. Por el teorema de
Reynolds (ecuacién 2. 17):

dt dz///”“dv—/// [_+ (v PV)] av (2.20)

d d
Si la masa se conserva, d—’? = 0, lo que implica que a—’; +V.pr=0 (2.21)
En términos de la derivada material:
d
d_ft’+p(v.y):o (2.22)

Las ecuaciones 2. 21 y 2. 22 son las dos definiciones de la ecuacién de continuidad o
conservacion de masa. En el apéndice Apéndice C se encuentra la ecuacion 2. 21 en los 3
sistemas de coordenadas.

Otro resultado obtenido a partir del teorema de Reynolds es el relacionado con la funcién
pf.

A partir de la ecuacién 2. 17:

4 o= {250 o1 o]
z/// _pd—f+fd—p+pf(V-z)]dV
:/// ﬂ+f(_+p(v v)}dV:///p%dV (2.23)

por la ecuacion 2. 22

Si f es la velocidad, entonces el cambio del momentum py con respecto al tiempo es:

o fffmov= [

Un resultado que relaciona a las ecuaciones 2. 15 y 2. 22 es el siguiente:

. din(J ‘
de la ecuacién 2. 15, % = (V- v), lo comparamos con aquel de la ecuacién 2. 22,
din(p)
_ = (V-).
o = (Vo)



din(J dl o .
Por lo que Zi ) = — nip) Esto implica que, después de integrar, el aumento de

volumen trae consigo la disminucién de la densidad si se conserva la masa, en un elemento
de fluido.

2.14. Deformacion y rapidez de deformacion.

Definiendo al tensor de deformaciones en base de las coordenadas iniciales &:

8x1 8)(1 8x1
& d& J&
ox dx, dx» dxy
F = 2= — 2.25
= d5 d& d& 9& (223
dx3 dxz dx3
08 d& d&

Las coordenadas de un cuerpo deformado en cualquier estado dependiente del tiempo son:
x = x(&, t). Por lo tanto, las nuevas coordenadas del cuerpo al tiempo ¢ son: dx = F - d .
Puesto que las coordenadas iniciales no son dependientes del tiempo, F es funcién del
tiempo.

A 0 dx d
Su derivada temporal es:  F = % = a—i% =Vy-F (2.26)
La ecuacién 2. 26 define al gradiente de velocidades: £ -F -1 = \A% 2.27)
dvi dvy dv
a X1 8 X2 8 X3
ox v dva, dvy dwn
V = = = — = 2. 28
T 0x T ax | 9x 9w dx 229
dvy dvy dw
dx; dx» dx3

Segun el teorema de descomposicion de Cauchy-Stokes, el gradiente de velocidades puede
ser expresado como la suma de su parte simétrica y su parte antisimétrica:

1 1
Vy = 5(V2+V2T)+§(V2—VZT) =D+ W (2.29)

La parte simétrica es el tensor rapidez de deformacién D y la parte antisimétrica es el
tensor vorticidad W.
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Deformacion cortante.

Considérese la deformacion cortante de un cubo de lado 4 como se indica en la figura 2.4.

Figura 2.4. Deformacion cortante en la direccion x de un cubo de lado h. Al tiempo t, Y es
la deformacion y o es el dngulo de la deformacion.

En este caso, la deformacion en el sentido x varia en direccidon y (componente xy del tensor
B).

Cuando ésta es infinitesimal:

d dx
tan(ot) = d_x Derivando con respecto al tiempo:  tan(&) = d_x donde
y

y

@ = Q, x = v, sonlavelocidad angular y la componente x de la velocidad.

dx d
Por lo tanto, ax = aVx
dy dy

U
h

Si la velocidad de la superficie superior del cubo es U constante,

d U
entonces d_Vx = = 7. A esta cantidad = 7. se le denomina velocidad de cor-
y

te.

El tensor D en este caso es:

0 2% 0 0 00 010
y
1 1, 1 9
D= % 00| = 1 2.
D 00 0f+5[% 27y 00 (2. 30)
0 0 0 0 00 00 0

d U U
Integrando d_Vx = obtenemos: vy = 7 + C. Puesto que v, = 0 cuando y = 0,
y
C=0.
Se obtiene un perfil lineal de velocidades. En este caso, el flujo cortante es simple.

d U
Integrando el perfil d—); =5 para obtener el desplazamiento de los elementos materiales

se obtiene:

— U
TN EAI = YAt siy es constante. (2.31)
y




Esta expresion indica que el desplazamiento de los elementos del fluido en un flujo
de corte simple es lineal con el tiempo a una distancia del origen y especificada.

Flujo extensional.

La deformacidn extensional, indicada en la figura 2.5, se describe como la deformacién en
la cual la velocidad varia en el sentido de la deformacidn.

Figura 2.5. Flujo extensional uniaxial.

La rapidez de deformacion en este caso estd definida como:

d d
g=2" que integrando se obtiene: Y _ ey (2.32)
dx dt

; — ¢ N -7.Y4
la cual se puede integrar nuevamente y obtener In xio = &(t — 19). Luego, x% = e,

lo que indica que los elementos de fluido se desplazan exponencialmente a lo largo del
tiempo bajo esta deformacion. A tiempos cortos (xio =1+ éAt) obtenemos:

X — X0

— &At (2.33)

X0

2.1.5. Vorticidad.

Partimos de la definicién de movimiento rotacional uniforme y de velocidad angular, de
acuerdo a la figura 2.6.

£
Y
L . Figura 2.6. Movimiento rotacional
uniforme, donde Q es la velocidad
angular, v es la velocidad tangencial
y res el radio de giro.
vr=QXxr (2.34)

El producto vectorial (producto cruz) entre dos vectores puede ser representado por el
producto entre una matriz antisimétrica formada por los componentes del vector y el vector
posicion:
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6, 6, 9 0 —-Q @ ri —Qsr+ Qo3
Qxr=(Q Q Q| = Q3 0 Q|- Inl|l= Q3r — Q13 (2. 35)

r rn 1 —Qy  Q 0 r3 —Qor1 + Qi m

El vector vorticidad @ se define como:

8, 6, 9 Tn T on o]
_ _ |92 9 9| _|In vy | _
0= V Y= dx; dxo dxz| — | I9x3s  9x | — 02 (2. 36)
Ivy I
Vi Va3 e e 3

El tensor vorticidad (definido en la ecuacion 2. 29) tiene los siguientes componentes:

d d d d
0 To " dn T an 0 -
1 ™ _ L _aw 0 vy 1
W=2(Ve-V')=s |-Gt +52 0 oo m| =5 ®» 0 -
P Iv: J Iv: — o 0
(2.37)
El producto punto del tensor vorticidad con el vector r es:
0 —w wm r — @31y + 13
1 1 1
Wer=s1 o3 0 —o|-|n|=5| aan—-—onrn | =;0xr (2. 38)
= 2 2 2
- o 0 r3 —yry + O

Comparando la ecuacién 2. 35 con la ecuacién 2. 38 obtenemos que:

1 1
Q=-0=-Vx (2.39)
2=50=7 v
Que es la relacidn especifica entre la velocidad angular y la vorticidad en un elemento de
fluido. En notacidn tensorial, la parte antisimétrica del gradiente de velocidades puede ser
expresada de la forma:

1 1 dvi  dv;
&jkWij = gijkE(VZ_ V') = S g <—l - j)

2 dx;  Ox;
1 9y 1 v, 1 1
S P ALN YA R “Vxy=0 2. 40
2 ik gy, T 28k Gy T XYY (2.40)



Los componentes de la vorticidad, por el teorema de Stokes, pueden ser definidos en
términos de la circulacion alrededor de una curva infinitesimal. O sea, la circulacion
alrededor de un circuito sobre el plano normal a la direccién del componente. Una rotacién
de cuerpo rigido tiene una velocidad angular %V x v (ver ecuacion 2. 39). El componente
normal % ® - nes la velocidad de rotacion en un plano con normal n. Finalmente, el teorema
de Stokes expresa:

//(V XZ)’ﬂdSzfy«;dC

2.2. Dinamica del Medio Continuo.

En un medio continuo, las fuerzas que actian sobre un elemento material de un medio
continuo son de dos clases:
a. Externas o de volumen: gravedad o fuerzas electromagnéticas.

b. Internas o de superficies: actian sobre el elemento de volumen a través de su
superficie (fuerzas de friccion).

2.2.1. Principio de conservacion del momentum lineal (Cauchy).

La velocidad de cambio del momentum lineal en un volumen considerado con respecto
a un sistema de coordenadas fijo es igual a la suma de las fuerzas que actuan sobre el
volumen y la superficie que lo rodea.

Sea t, la fuerza por unidad de drea, que es funcién de la normal n, de la posicion x y del
tiempo: t, = f(x, n;t). El principio se expresa:

%///"W = J[[pgav + [[1.as (2.41)

2.2.2. Principio de conservacion del momentum angular.

La velocidad de cambio del momento del momentum es igual a la suma de los torques que
actdan sobre el volumen.

L lowxvav = [[[pexgav+ [[rxsas 2.4
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2.2.3. Tensor de esfuerzos.

Sea un tetraedro de altura k. El drea de la superficie inclinada es A, con normal n. La fuerza
que actua sobre A es t,. Las areas de las caras perpendiculares a los ejes 1,2y 3 son:
dA; =|n;|dA, 'y las fuerzas actuantes son t; (ver figura 2.7).

Figura 2.7. Tetraedro de esfuerzos.

Aplicando la conservacién de momentum lineal:

Al Az A3
Jf[or-rpoav = [[tuds=a [5" —ah T ah 4

Por el teorema del valor medio:
hA

3 =Alt,— |n|t) = | mp|ty — | n3|t5]

(pv—pg)
Cuandoh — 0, 1, =[n|t; — [my|ty— | n3|t3 = 1;(m)
El i-ésimo componente de ¢, es ¢

ni» luego t,; = t;;n;.  Estoimplica que:

. =

=n

1E3)

‘n (2.43)

Esta descripcion se puede aplicar a otra geometria, como a un cubo, como se observa en la
figura 2.8.

n,
2 | r

i
Figura 2.8. Balance de fuerzas en
T/ t, un cubo.
El balance de fuerzas en este caso estd descrito por:
t= T | n|+ T2y + 713 | 5 (2.44)

t1 es el componente de la fuerza en la direccion 1, el cual incide sobre la superficie con
normal —ny. 711 es un esfuerzo normal de compresion, el cual tiene signo negativo. Tj»



y T13 son esfuerzos tangenciales de friccion, que resultan de la aplicacion de 71 sobre las
superficies con normales n, y n3. El mismo procedimiento se sigue para las componentes
nyI.

1 =T |ny| + w2 | ny| + 3 | 15 (2. 45)

13 =11 |0y + 2| ny| + B33 | 1 (2. 46)

Las ecuaciones 2. 44 - 2. 46 pueden expresarse de forma vectorial:

5] Tt T12 T3 ni
hl =1 2 D3] | = (=I -n (2. 47)
13 731 1732 133 n3

Z o incluye los esfuerzos normales 7ji, To2» y 733, que son de compresion, y los
tangenciales Ty, 713 Yy T23 (y sus transpuestos) que son de fricciéon. Substituyendo la
ecuacion 2. 47 en la ecuacion 2. 41, obtenemos el balance de momentum lineal (primera
ley de movimiento de Cauchy).

%///pydv = ///pgdv—l—//gm-ﬂdb’ que por la ecuacién 2. 24 se reduce a:

d

///p Egdv = ///pgdv + //;ml-gdS Por el teorema de la divergencia:
d dv =0 1 :

/// pay—pg—v-gmt = uego:

d
pEZ:V-gmt—i—pg (2.48)

2.2.4. Presion hidrostatica.

El tensor de esfuerzos total puede ser expresado en términos de su parte diagonal y su parte
deviatérica:

71, 0 O 0 712 T3
T o1 — 0 m, O + 1 0 ™3 (2.49)
0 0 133 731 T32 0

En equilibrio v = 0, los esfuerzos tangenciales de friccién son cero y un elemento de 4rea
experimenta un esfuerzo en la direccién de la normal a la superficie, independiente de
la orientacion. Estos esfuerzos son denominados también hidrostéaticos. Esto implica que
T - n es proporcional a n y la constante de proporcionalidad es independiente de n. Esta
constante es —p (presi6n hidrostatica). Luego entonces: 7 -n = — pn lo que implica que:

1531
I

—pl (2.50)
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que a su vez implica que 71 = To» = 733 = —p. Luego entonces:

T =-pliz (2.51)

= tot

[T
N
~

~
[l
S
X
[
|
]

El esfuerzo hidrostatico promedio resulta en la presién hidrostética:

2.2.5. Simetria del tensor de esfuerzos. Conservacion del momento
angular.

Substituyendo la ecuacién 2. 47 en 2. 42:

%///p(gxy)dv = ///p(gxg)dV+ //ZX£wt-gdS

Por la ecuacidn 2. 24 obtenemos:

dl// prxvdV—///p rxvdV—///p( ><—V+v><%)dv

dr . .
Como v X d—; = v x v = 0 entonces, usando el teorema de la divergencia:

o (o 25)av = o + foes, s
B ///p(’-’x@dv+///V'(r><£m,)dv

La ultima integral se puede expresar como la suma siguiente:

///V.(zx; dV—/// rxVez ) dV+/// X Vr)dv  porloque:
///P (KX%Z) dV:///p(KXg)dV+///(z><V;mt)dVJr///(;mxvg)dv

Agrupando términos:

J[] x> (P%z—pg—ng) av = [[[@xvrav

Por la ecuacién 2. 48 (balance lineal de momentum) obtenemos: 7 X Vr = 0

El producto cruz entre dos matrices se puede expresar como el producto punto siguiente:

TXVr=1xI= EA 1= EA = 0 donde EA es la matriz antisimétrica de 7. Luego entonces,



0 -T2 713
1 0 — T3 =0 (2. 52)
-1 T2 0

Ilv\b}
I

Lo que implica que T es simétrico: Tj2 = T, T13 = T31, 723 = T32.
Finalmente, de la ecuacion 2. 51 obtenemos: V-2 =—-Vp+V.1

que substituyendo en la ecuacion 2. 52, surge la ecuacion que agrupa los balances lineal y
angular de momentum:

d
prv=-Vp+V-T+pg (2.53)
0 712 T3
donde g = T12 0 T3
T13 T3 0

En el Apéndice D se encuentran las expresiones de la ecuacién 2. 53 en los 3 sistemas de
coordenadas.

2. 3. Ecuaciones Constitutivas.

Postulados.

L. El esfuerzo (7) es una funcién continua del tensor de rapidez de deformacién (D) y

del estado termodindmico local, pero independiente de otras cantidades cinematicas
(vorticidad W).

I1. El fluido es homogéneo, esto es, no depende de las coordenadas (x). Esto implica
que VT = 0,VD = 0.

III. El fluido es isotrépico, esto es, no tiene direcciones preferidas. Las direcciones
principales del esfuerzo y rapidez de deformacion coinciden, lo que implica que
T =z(D).

IV. Cuando no existen deformaciones en el fluido (D = 0) el esfuerzo es hidrostatico,
oseatr = = -pl, T=0.
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2.3.1. Fluido newtoniano.

Es el fluido en el que los componentes del esfuerzo dependen linealmente de las velocidades
de deformacion, siendo ésta la relacion lineal méds general. Matematicamente se puede
expresar esta relacion de la siguiente forma:

IE3)

=A-D, donde A es un tensor isotrépico de cuarto orden. (2.54)
Por la restriccion de simetria en i, j, los componentes del tensor A pueden expresarse
como:

Aijpg = A0ijOpg + 1(8ip6jq + 6ig6;p) (2.55)
Luego entonces:

Tij=A0ijOpqDpg+ 1 0ip0jgDpg+ U igOjpDpg= A 6ijDpp~+ UDij+ UDj

Tij = A(V-v)&; +2uD;; o T=ANV-yI+2uD (2. 56)
Efectuando la traza de la ecuacion 2. 56:

0=3A(V-y)+2u(V-y) de donde obtenemos la relacién de Stokes:

0=31+2u (2.57)

Substituyendo la ecuacidn 2. 57 en la 2. 56 obtenemos:

2
= —u(V-y)L+2p

_ —gu(v-y)é—l—u[Vy—l—VyT} (2.58)

IE3)
IS

La ecuacion 2. 58 es la ecuacion constitutiva del fluido Newtoniano. Las constantes (L y A
son la viscosidad cortante y viscosidad volumétrica, respectivamente.

En el Apéndice E se encuentran las expresiones derivadas de la 2. 58 en los 3 sistemas de
coordenadas.

2.3.2. Ecuacion de Navier-Stokes.

Esta ecuacion se obtiene substituyendo la ecuacion del fluido Newtoniano (2. 58) en la
ecuacion de conservacion de momentum lineal (2. 53). Para ello, calculamos la divergencia
del esfuerzo en la ecuacion 2. 58:

2 2
Vez=—ZuV(Vey) +pu [V Ve + VoV = = ZuV(Vey) + u [V + V(V )]

Substituyendo la divergencia del esfuerzo en la ecuacién 2. 53 obtenemos la ecuacién de
Navier-Stokes:

d

|
pov=—Vp+ uV(V-y) +puViv+pg (2.59)



Para un fluido incompresible, la ecuacién 2. 59 se reduce a:

p(iv—i—y-Vy) :—Vp—i—qu\_/—kpg (2. 60)

donde se ha empleado la definicién de derivada material.

En el Apéndice D se encuentran las expresiones derivadas de la 2. 60 en los 3 sistemas de
coordenadas.

Para un fluido inviscido (sin viscosidad), la ecuacion 2. 60 se reduce a:

d
P (Eerz-Vz) =—-Vp+pg (2. 61)

y en equilibrio, (v = 0), obtenemos la ecuacién de la hidrostdtica:

0=-Vp+pg (2. 62)

2.3.3. Ecuacion de la vorticidad.

Utilizando la siguiente relacién vectorial: V2y = V(V.y) = Vxo (2.63)

Para un fluido incompresible, substituyendo la ecuacién 2. 63 en la 2. 60 obtenemos:

d
p(EHer):—Vp—uVXQwLpg (2. 64)
Conociendo que @ = V x v,y g = —V®, aplicamos el rotacional de la ecuacion 2. 64:
J 2
p EQJerg-V\_z =uVxxVxe=uvV-eo (2. 65)

En el Apéndice A, se demuestra que la ecuacién 2. 65 en flujo bidimensional se puede
expresar de la siguiente forma:

d _ 2
P (EQ> =uvV-o (2. 66)
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2.4. Teoria Molecular de la Viscosidad.

2.4.1. Gases a baja densidad.

Ley de Avogadro.

A presiones iguales y temperaturas iguales, volimenes iguales de gases contienen el mismo
ndmero de moléculas.

Considérese un gas cuyas moléculas tienen la misma masa. La presion es la fuerza por
unidad de drea que se aplica a un piston para mantener el estado estacionario (ver figura
2.9).

piston

Figura 2.9. Moléculas de un gas colisionando con las paredes del piston.

La fuerza que el gas ejerce sobre el piston es debida a la transferencia de momentum de las
moléculas del gas que colisionan con el piston. Las moléculas con momentum P, chocan
eldsticamente con el piston. El momentum se conserva, pero el sentido y su signo cambian.
Los componentes P, y P, no cambian, porque no colisionan con el piston.

Sea N; el nimero de moléculas y v; la velocidad de la molécula j. Si m es la masa
molecular, entonces 2mv, ; es el momentum transferido al piston:

1 & :
Ape= 73 21 (2mve) (52) N (2. 67)
J:

V_x | . . . e
T] es la frecuencia de colisiones. La ecuacién 2. 67 se puede expresar como:

2 n
Ape = T3 _21 N; (v2)) (2. 68)
j=

n 2
) i—1Nj (Vx j)
LN
Debido a que el nimero de moléculas que tienen direccion x es la mitad del nimero de

moléculas con direcciones y y z, entonces Y ; N; = N/2. Substituyendo la ecuacién 2. 69
en la ecuacion 2. 68 obtenemos:

2m N
Apy = Vm 5 <v)2€> V = volumen (2.70)

Definiendo el promedio cuadrético: <v§> =

(2. 69)



Definiendo la densidad de niimero n = % y la densidad de masa p = nm, la ecuacién
2. 70 se expresa:

Apy = nm <v)2C> =p <v§> 2.71)
Como (v*) = (vi) + (v3) + (v2) =3(13), entonces
1 o _ 2N /1 5\ _2NE. B .
P = 3nm <v > = < >y > =37 (E. = energia cinética promedio)
(2.72)

2.4.2. Distribucion de Maxwell-Boltzmann.
Suposiciones:

a. En el estado de equilibrio no hay direcciones preferidas.

b. Los movimientos ortogonales son independientes entre si.
La distribucién de velocidades f (v) debe ser funcién de v? y

) =g (%) g (5) g (v2) (2.73)
La distribucion que cumple con estos requisitos se puede demostrar que tiene la forma:

f) =Cce 2.74)

Si identificamos la temperatura del gas con su energia cinética promedio, en donde la
constante de proporcionalidad es la constante de Boltzmann por un factor numérico:

1 3
<§mv2> = ur (2.75)
Entonces la ecuacion 2. 72 toma la forma:
NkT
P=— 2.76
v ( )

Si N es el nimero de Avogadro (nimero de moléculas por mol), entonces N k es la constante
de los gases R para dar:

PV =RT (2.77)

La funcién de distribucion 2. 74 consistente con la igualdad 2. 75 es:

m 3/2 2
_ —mv=/2kT
f) (MkT) e (2.78)
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Para demostrarlo, en el Apéndice B se calculan los momentos de la funcién de distribucién
(ecuacidn 2. 78) de tal forma que el momento cero (nimero de moléculas), el momento 1
(velocidad promedio molecular), el momento 2 (la igualdad entre energia cinética y energia
térmica), frecuencia de colisiones y la presion (ley de los gases ideales) son:

3/2

(W) = <2ﬂkT) (2.79 a)

m
oy [8kT\"
W = (ﬁ) (2.79 b)
03) _ 3kT
W = " (2. 79 C)
7 — ”y (2.79 d)
p =nkT = ]ng (2.79 e)

De la ecuacion 2. 79 ¢ se deriva la ecuacion 2. 75: <%m v2> = %k T,y de la ecuacion 2. 79
e se deriva la ley de los gases ideales, ecuacion 2. 77.

2.4.3. Trayectoria libre media.

Es la distancia promedio del desplazamiento de una molécula de gas entre dos colisiones.
Definiendo la masa reducida m, como mL, = m% + miz, donde las masas m; y my son las
correspondientes a dos moléculas que colisionan. Si éstas son iguales, entonces m, = m/2.
La figura 2.10 describe la seccion de colision entre dos esferas rigidas (circulo de radio d).

Circulo de drea md?

Figura 2.10. Seccion de colision entre
dos esferas rigidas.

Se puede describir el movimiento entre dos moléculas utilizando la definicion del primer
momento de la distribucién (ecuacién 2. 79 b) para calcular la velocidad relativa promedio
V1 €ntre dos moléculas. El resultado es:

(Vret) = (8”)1/2 — V2 () (2. 80)

Tm,




La distancia libre media A es la velocidad promedio dividida entre el promedio de colisio-
nes.

A= @ (2. 81)

\%

donde v — (rer) (md?) N _ \/§<V> (nd*) N

v v (2. 82)

La ecuacion 2. 82 expresa que la frecuencia de colisiones es proporcional a la velocidad
promedio de las moléculas entre una distancia caracteristica (volumen/drea caracteristica).

1
Luego: A = ——— (2. 83)
& V2rd?n
2.4.4. Mecanismo de transferencia de momentum.
De acuerdo con la figura 2.11, se considera un flujo de corte simple.
y;l
v, (Y)
. xly+a
a
. « V
xly
a 7&/
< « Vily-a Figura 2.11. Transporte
molecular de momentum
> x entre superficies de corte.

Debido al flujo en un gas, la distancia libre media es mayor que aquella bajo condiciones
de equilibrio. Esto es, se puede estimar que esta distancia se incrementa entre superficies
de corte adyacentes. Si la distancia entre capas de diferente velocidad es a, entonces la
distancia libre media es aproximadamente:

3

A = Sa (2. 84)

El flux de momentum es proporcional a la diferencia de velocidades entre capas de diferente
velocidad en el fluido (superficies de corte).

Toy = ZMVy|y—a — ZMVx|yta (2. 85)

El gradiente de velocidades se define de la siguiente forma:

d vy Vx|y—a - Vx|y+a
= 2.86
dy 2a ( )
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De acuerdo a la ecuacion 2. 85, el momentum se transfiere a través de la frecuencia de
colisiones Z entre capas que tienen diferente velocidad (ver ecuacién 2. 79 d). Por lo tanto,
el flux de momentum resulta de la combinacién de las ecuaciones 2. 85 y 2. 86:

4 d
Tey = 3 AZm avx Substituyendo la ecuacion 2. 79 d para Z obtenemos:
y
4 n dv
oy = = A — - 2. 87
T y 3 4 m <V> ay ( )
Por la ley de Newton, la viscosidad de corte es:
camd () = 1pA ()
= —nmA (v) = = v
La viscosidad cinematica (coeficiente de transferencia de momentum) es:
1
v:%:§z<v> (2. 88)

Substituyendo las ecuaciones 2. 79 b y 2. 83 en la ecuacion 2. 88 obtenemos:

1 1 1 8SkT\"> 2 1 (mkT\"* 2 VaAmkT
— _ )L — _ = = [ — = — 2.89
H=gnml ) 3nm\/§nd2n(n’m> 3nd2( . ) 31 (2.39)

nd?

La ecuacidn 2. 89 predice que la viscosidad es independiente de la presion, lo cual estd de
acuerdo con datos experimentales hasta una presion de 10 atm a 7 > 7. Sin embargo, la
viscosidad se incrementa mds rdpidamente que T3.Es necesario, por lo tanto, introducir al
modelo fuerzas de interaccion intermoleculares. La teoria de Chapman-Enskog introduce
un potencial intermolecular ¢ (r) que en moléculas no polares puede ser aproximado por
el potencial de Lennard-Jones:

o) =4¢|(2)" - (2)'] 2. 90

r r

donde o es el didmetro de colisiones y € es la energia maxima de atraccion intermolecular
(pozo de potencial). Estos parametros pueden ser calculados a partir de las propiedades
criticas, puntos de ebullicién y puntos de fusién (ver figura 2.12).

(|)(r) A
r<r._ (repulsion)

r>r_ (atraccién)

-€ Figura  2.12.  Grdfica

(r >rp).

del

potencial de  Lennard-Jones.
Repulsion (r < ry) y atraccion



La viscosidad de un gas monoatdmico de peso molecular M puede ser expresada en
términos de los pardmetros € y 6 como sigue:

JIAmkT JMT
S VAMKT 0 105

~ 16 wo2Qy 02Q,

(2.91)

El pardmetro , toma en cuenta desviaciones del comportamiento de esferas rigidas.

2.4.5. Teoria molecular de la viscosidad de los liquidos.

Teoria de Eyring.

El célculo de la viscosidad de liquidos considera que bajo flujo el arreglo molecular de
un liquido considera sitios ocupados y sitios vacantes. Las moléculas se encuentran en un
arreglo por capas o superficies de corte que se desplazan a diferentes velocidades, con un
proceso simultdneo de desplazamientos de moléculas de sitios ocupados a sitios vacantes
(ver figura 2.13).

A

a

Figura 2.13. Arreglo molecular en un liquido bajo flujo. Una molécula determinada
(circulo lleno) se desplaza a un sitio vacio recorriendo una distancia a. Las capas de
fluido a diferentes velocidades se encuentran separadas una distancia § .

El desplazamiento molecular a sitios vacantes tiene que sobrepasar una barrera de potencial
AGo/N, que es la energia libre de activacion. La trayectoria tiene una longitud a con
frecuencia de V,,, eventos por molécula. Esta frecuencia caracteristica se define como:

Vyp = %Te—“/” (2.92)

donde 4 es la constante de Planck. La barrera energética y la frecuencia de desplazamiento
molecular cambia cuando existe flujo externo, de acuerdo a:
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—AG = —AG():F 5 2

(2.93)

Aqui Ty V es la energia de flujo y V es el volumen molar. El signo positivo se asocia con
un desplazamiento a favor del sentido del flujo y el negativo en contra del flujo, de tal
forma que el segundo incrementa la barrera de potencial. Substituyendo la ecuacién 2. 93
en 2. 92 se obtiene la frecuencia de desplazamientos:

kT a %
VT = —— g ACO/RT o T (§) Ty V2Rt (2. 94)

La velocidad de desplazamientos moleculares es igual a la distancia entre capas de diferente
velocidad multiplicada por la frecuencia de desplazamientos positivos:

Vd — VxB = A (Vep — Vx_) (2.95)
El gradiente de velocidades esta expresado por:

dve  a(vey —vyo)

= 2.96
dy 5 ( )
d kT L) ey V 41y V kT a4y ..V
d_‘;v — %TefAGO/RT [€(62)RT) — e (52)Rry ]: % h AGo/RT [256nh <(62)R;2) >
Linealizando el término del seno hiperbdlico:
dve _ a k—Te_AGO/RT M Despejando el esfuerzo: 7,, = 5—2 WRT pojur DVx
dy 8 h RT =~ P T 2 VKT dy
5% hN
Por lo que la viscosidad es: [ = — — " O/RT (2.98)

a> v
donde N es el nimero de Avogadro. El célculo de la energfa libre se puede aproximar de la
siguiente forma:

AGo ~ 0.408AU,qp = 0.408 (AH,,, — RT,) ~ 3.8RT, (2.99)

AUWP, AI—AIWP y T son la energia interna molar de vaporizacion, la entalpia molar de

vaporizacion y la temperatura de ebullicion, respectivamente. Si se aproxima 2—2 ~ 1,
entonces resulta:

=75

(2. 100)
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Apéndice A.

Con base a las siguientes relaciones vectoriales:

1
Z'VZZEV(X'E)—XXQ, w=Vxy

Vx(@xo)=v(V-0)-olV-v)+e Vy-y Vo)
El rotacional de la ecuacién A-1 es:

Vx(v-Vy) =-Vx(xo)
Substituyendo A-2 en A-3:

Vx@-Vy)=-v(V-0) +0o(V-y) -0 -Vy+v-Va

V.v=0 Flujo incompresible.
V-o=V-Vxyv=0 La divergencia del rotacional es igual a cero.
®-Vv=20 En flujo bidimensional, la vorticidad es perpendicular aV v.

Entonces: Vx((v-Vyy=v -Vao
Por lo tanto, la ecuacion 2. 65:

p(%QJery-Vy):qungz,quQ

se reduce a:

0
P (E o +v-V Q) =U v? [0] o equivalentemente:

d
p d—(;’ — uVl@  (Ecuacién 2. 65).

(A-1)

(A-2)

(A-3)

(A-4)
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Apéndice B.

La solucién de integrales relevantes es la siguiente:

- 1/2
/ eimVZ/ZdeV _ <277:kT) (B-l)
PSS m

Sea un elemento de volumen en términos de las velocidades d>v =1v?>d v (sen8d 0) d ¢.

Los momentos de la funcién de distribucién en coordenadas esféricas son:

(W0 = /02"/0"/0 P2y (sen @ dO) d g = 27 [\/ﬁ (%T)%]

3/2
_ <27rkT) (B-2)

m

Puesto que el momento cero es el nimero de elementos en la distribucion, los demds
momentos seran normalizados por este momento.

<V1>_ m Yo (2o —my /2kT 3
(vo)_(anT> /0 /0 /0 e dv(sen0d0)d¢

[ ()] [2 (%T)] - () B

= g ooy

x| i) [ ()] 5

La frecuencia de colisiones z estd asociada al primer momento (ver ecuacion 2. 67).

30 21m T2 oo
27:;(T / / / (vcosO)e ™ okt Vvidv(sen0d6)dg
0 0

r 3/2] /2 )
=n ( m > 27[/ cos@sen@d@/ v3efmv2/2dev
\27kT/ | 0 0

ol () p ()] (52)




donde v cos O es la direccion de la velocidad proyectada sobre el eje z (el eje de la esfera).
La relacion del nimero de colisiones con el primer momento es:

kT \'"*  n /8kT\"
Z = n _— = - —_— =
(27rm) 4 ( Tm >

La presién esté relacionada con el segundo momento de la distribucién (ver ecuacion 2. 72)
a lo largo de un eje (el eje de la esfera):

v) (B-5)

A~ S

p=n(52

30 2m pmf2 oo
27'L'kT> /0 /O /O (mv2c0S2G)e—mv2/2kTv2dv(sen9de)d¢

3/2 7:/2 o
= nm ( m > 27r/ c0s29sen9d9/ Ve T g
2nkT 0 0

o) [

Las anteriores relaciones se pueden también obtener en coordenadas cartesianas:
n 3/2 - ~ = —mv?
<v)2(> <27‘L’kT> /_oo/_w/o V)zce /ZkrdvxdvydvZ
(V] [Tz * -
= _(27rkT> | /0 v)zce x/szdvx /we >/2devy/ooe "/ZdevZ
_ m 3/2_ kT 3/2 2 kT 1/2 kT 1/2 T
[t s (2 o
| \27kT /) | m . . -
(B-7)

El resultado de la ecuacion B-7 (m <v)2c> = kT) es consistente con la ecuacion 2. 72,

() = () + (o) + 07) = 3()
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La frecuencia de colisiones en coordenadas cartesianas:

m 3/2 1) o o 7mV2
Z=n (Zﬂ'kT) /oo/oo/o Vi€ /2dedeVdeZ

_ ( m )3/2' kT | (2mkT\"?| | (27KT\ "
- \27kT/ | | m m m

B ( m )1/2' kT] kT 1/2_ n(v)
" \2nkr) | | T " \2am) T 4

Célculo de la presion en coordenadas cartesianas:

m 3/2 o o oo 7mv2
A T

M 3/2_ o ; o - )
=nm (ZEH/IZT) /0 v)%em’%/Zdevx/_we %/Zdevy/

=) v () [ (50

Comparando las ecuaciones B-7 y B-9:

p=nm{vi), que es la ecuacion 2. 71

[ m 3] oo 9 © 5 © 9
=n < ) / Vye '"Vx/z”dvx/ e m‘Y/Z"Tdvy/ e "R gy,
2nkT 1 Jo o L

2
e "R gy,

1/2
) ] =nkT

(B-9)

(B-8)



Apéndice C.

Balance de masa o ecuacion de continuidad.

Coordenadas rectangulares (x, y, z):

dp 9 p) P
_ N N — — -1
at + ax (pvx)+ ay (PVy)+ az (pVZ) 0 (C )

Coordenadas cilindricas (r, 0, z):

dp 10 1 d d B
5 T ray Pt oag (Pe) + o= (pvs) =0
(C-2)
Coordenadas esféricas (r, 0, ¢):
dp 19 ’ 1 4 1 d B
En * P2or (pr vr) + rsen® 06 (pvesend) + rsenew (pv¢) =0
(C-3)
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Apéndice D.

Balance de momentum. Ecuacion de movimiento.
Coordenadas cartesianas, en términos de T:

Componente - x

8vx+ 3vx+ 8vx+ d vy
ar " ox Ty T

_dp 0Ty  OTy 0Ty
__$+(8x+8y+32)+pgx ®-1)

Componente -y

vy vy vy v,
p(az gy gy T

dp 0Ty dTy JTy
+ ( 2ty T ) tPe (D-2)

= — 8_y
Componente - z

avz+ dv, n 8vz+ dv,
or " ox T oy Ty
dap N <8rxz N 2T, JT

ax ay + az) + ng (D-3)

- 0z

En términos del gradiente de velocidades, para un fluido newtoniano con p y U constantes:
Componente - x

8vx+ 8vx+ avx+ 0 vy
o ox Ty TVgy

dp 2%v,  3%v, 9%,

Componente -y

avy avy vy v,
p (az gy gy T

_dp d*vy,  d%v,  9?v,
—_a_y+u<ax2+ay2+azz)+pgy (D'S)

Componente - 7

((91/Z av, dv, avz)

P + vy o + vy Jy + v 9z

_dp %v.,  d*v, 9%v,
_3_Z+u(8x2 * 0y? Tz

) + P& (D-6)



Coordenadas cilindricas, en términos de T:

Componente - r

dvr  dve o dve Vg Ov
ot "ar T r a6 9z

ap 1 0 181}9 Too 8rrz
—E‘F (;E(}"Trr)‘F; 90 —T+ 9z + P& (D-7)

Componente - 0

dvg dvg vgdvg Vrvg dvg
(W*WW T o0 T TV

_ ldp 1d 1 dT99 , d7p;
= a0 (r—zm( )50 T oL ) T Pse D-8)

Componente -

8vz avz Vo aVz aVz
(W“LWW a0t
_dp 10 1dtg, d1y
= ot (?E(”’ZH? 96 "oz ) TP (-9

En términos del gradiente de velocidades, para un fluido newtoniano con p y u constantes:

Componente - r

dvy dve  vedve vy 9w
P\or T gy r 96  r oz
0 [2 (12 ) P 20n )
37 5 \7 9, rv, 2902 1290 02 P &r
(D-10)
Componente - 0
dve dve vg dvg  V,vg dvg
(W+V’W+7W+ p +Vzt9_z)
__la_p_|_ i li( ) +l82\/9+2@+82\/9 n
=70 THlar\Gar e )t ager Tage T a2 ) TPse
(D-11)
Componente - 7
dv, dv, vgdv, v,
(W*WW*?%*%TZ
p 1 0 dv, 1 azvz azvz
9 +“L8r rar)+r2892+&z2 ML
(D-12)
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Coordenadas esféricas, en términos de 7:

Componente - r

ﬂ+vr%+v_68vr+ Ve avr_v%—i_v%)
dt ar r 00 rsen6 d¢ r
dp 1d, 5, 1 0 1 8r,¢ Tog + To¢
- T 3. 53 rr A3 A 0 - r
8r+(r28r(r K )+rsen989(rresen )+rsen9 d¢ P8
(D-13)
Componente - 0
dvg dvg ve d Vg Vo 8v¢ VrVe VéCOIQ
<W+er+786+rsen98¢+ r
= — ;ﬁ + (ﬁm (l” Tr@) + rsen® ﬁ(fee Sel’le)
n 1 3T9¢+Tr9_cot91_ n (D-14)
rsen® d¢ r r 9 Pgo
Componente - ¢
dvy dvy  vg Vg Ve dVe VeV, VgV
0y, 22 0
(8t+v 8r+r89 rsen98¢+ r+ r co)
1 dp 1 0 3 lafg(p 1 8T¢¢ 2cot O
" rsen0d¢ * (ﬁE’(r Tr¢)+; Jd0 rsen® 0¢ + Too ) + P8

(D-15)



En términos del gradiente de velocidades, para un fluido newtoniano con p y Ul constantes:

Componente - r

8vr+ dv, +ve 8vr+ Vo 8vr_V%9+V§>
or " 9r T r 96 ' rsend do r
dp » 2 2dvg 2 2 dvy
= — 3. Vv, — v — 5=+ — > r
ar TH ( TR T 290 rzvecote r2senf 9 ¢ Tpe
(D-16)
Componente - 0
ﬂ+vﬂ+v_g8ve Vo 8ve+vrve_V%¢C0f9
dt "or r 00  rsenf d¢ r r
1dp ) 2 dv, Vo 2cos0 dvy
= _-2°2 v £29% _
r89+u( Y0290 T Psen’ 8 Psen?0 ¢ TP
(D-17)
Componente - ¢
vy av¢ vg d Vg Ve dveg VeV,  VeVy
p(w+vr ar +7 a6 +rsen6 a¢ + r + r cot@)
1 dp ) Vo 2 Jdv,  2cosB dvg
= V2,
" rsen69¢ +,LL( Yo se'7120+ senO&(}&+ r2sen’6 0 ¢ P8
(D-18)

En éstas ecuaciones,

ol (pdy 1 9 09\, ! 02
2ar\" ar 2sen6d0 "' 96 r2sen? 0 \ d 92

71



Apéndice E.

El fluido newtoniano. Componentes del tensor de esfuerzos.

Coordenadas cartesianas. (x, y, z):

[ dv, 2
Txx:‘u Zg—g VV)
[ dv, 2
Tyy = U a—yy—g(v“’)
[ Jv 2
Tz = H Za—Z—g(V-V)
[dvy  dvy |
e |G g
[dv ov, |
Ty = Ty = U a_zy-l-a_yz
[dv, dv,]
Tox = T = 1| 50 EN
_dve  dvy  dv;
Vv=9ta T

(E-1)

(E-2)

(E-3)

(E-4)

(E-5)

(E-6)

(E-7)



Coordenadas cilindricas, (r, 6, z):

dv, 2

r,,:u{zg—g(v-v)]

1dvg v,
oo = K [2 (?% * 7)

fzzzu{Z%—g(V-v)]

3]

dz 3
B [ 9 (ve 1dv,
o = Tor = 15 () ;%}
1dv, dvg
To: = Tz0 = M 790 " oz

(E-8)

(E-9)

(E-10)

(E-11)

(E-12)

(E-13)

(E-14)
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Coordenadas esféricas (r, 0, ¢):

v, 2
Trr = U |:2W— g(VV):|

1 dvy v, wvgcotB 2
— Z9 4 _ Sy,
Too = H [2 <rsen9 ao + r + r ) 3( v)}

d [vg 10dv,
fro = for = K {%(7) - ;%}

sen()i(vq) >+ 1 8\4;}

oo = Teo = H [ r 00 \sen6 rsen® J¢

T, = T — ;avr_*_ i(v_q))
or =T = H rsen® do "or 'y

1 0 1 dvy

Z 0 il
rsen6 90 (v send) + rsen® d¢

| =

[\

(V-v) = % (rzvr) +

r

(E-15)

(E-16)

(E-17)

(E-18)

(E-19)

(E-20)

(E-21)



Tarea 2

1. Calculo de la viscosidad de un gas denso. (Problema 1A.1, Bird et al.)

Estimar la viscosidad del nitrégeno a 68°F y 1000 psig por medio de la figura
2.14. Las temperatura, presion y viscosidad criticas son, respectivamente: 126.2 K,
33.5atmy 0.00018 g/cms. Dar el resultado en unidades de om/fi-s.

Respuesta: 1.4 x 1073 bu/fr.s.
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Figura 2.14. Viscosidad reducida
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. .S L .
rios valores de la presion reducida

_ 0P
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2. Calculo de las viscosidades de gases a baja densidad. (Problema 1A.3, Bird et al.)

Predecir las viscosidades de oxigeno molecular, nitrégeno y metano a 20° C y presion
atmosférica. Expresar el resultado en mPas. Comparar los resultados con los datos
experimentales.

Los pardmetros moleculares para el oxigeno son: ¢ = 3.433 A y ¢e/k = 113K, la
integral de colisién (Qu) es 1.086. Para el nitrégeno son: 6 = 3.667 A y ¢/k =
99.8 K, la integral de colisién (Qu) es 1.0447. Para el metano son: o = 3.78 A y
¢/k = 154 K, la integral de colisién (Qu) es 1.197.

Respuestas: 0.0202,0.0172,0.0107 mPa - s.
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3. Viscosidades de mezclas de gases a baja densidad. (Problema 1A.4, Bird et al.)

Los siguientes datos de viscosidades de mezclas de hidrégeno y freén-12 (dicloro-
fluorometano) a 25°C'y 1 atm:

Fraccién molar de H> 0 0.25 0.50 0.75 1.0

u x 10% poises 124 128.1 131.9 135.1 88.4

Utilizar las viscosidades de los componentes puros para calcular las viscosidades de
las 3 composiciones intermedias por medio de las ecuaciones:

N
Xo Mo
Hmix = o =
az’l 2 Xg Pop

en el que las cantidades adimensionales ®4g son

2
b . — 1 1 My -l 1 U & Mp A
=B\ "My ) \me

4. Calculo de viscosidades de liquidos. (Problema 1A.6, Bird et al.)

Estimar la viscosidad de agua liquida saturada a 0°C y a 100°C por medio de:

a) Ecuacién 2. 98, con AUvap = 897.5BTU /Ib,, a 100°C

b) Ecuacion 2. 100. Comparar los resultados con los valores experimentales: a
0°Ces 1.787 y a 100°C es 0.28.

Respuestas: b) 4cp, 0.95cp.

5. Velocidad molecular y trayectoria libre media. (Problema 1A.7, Bird et al.)

Calcular la velocidad molecular promedio % (en ¢m/s) y la trayectoria libre media A
(en cm) para el oxigeno a 1arm 'y 273.2K. El valor de d es 3A. (Cudl es la relacién
entre la trayectoria libre media y el didmetro molecular bajo estas condiciones?
(Cual serfa la relacion en el estado liquido?

Respuestas:
i = 4.25 x 10% em/s,
A =93x10"%cm.



Capitulo 3

Balances Diferenciales

En este capitulo se analizardn varios tipos de flujos de fluidos Newtonianos isotérmicos. El
andlisis comprende 5 tipos de flujos: por arrastre, por gravedad, por presion, flujos radiales
y aquellos con simetria esférica.

Los flujos por arrastre son producidos por el movimiento de 1as fronteras del sistema y
se han utilizado para medir la viscosidad de los fluidos en dispositivos controlados, deno-
minados viscosimetros. Se describirdn 4 tipos de flujos viscosimétricos: placas paralelas,
cilindros concéntricos, discos paralelos y cono-plato.

3.1. Viscosimetria.

3.1.1. Viscosimetro de placas paralelas.

Considérese un liquido Newtoniano incompresible en la region entre dos placas separadas
una distancia A, de acuerdo a la figura 3.1. La placa superior se mueve a una velocidad
constante U y la placa inferior permanece estética. El flujo es estacionario independiente
del tiempo. Se puede considerar que en estos flujos el gradiente de presion en la direccién
del movimiento es cero. Se tiene como objetivo calcular la fuerza de arrastre y a partir de
ella medir la viscosidad del liquido.

La placa superior se mueve a velocidad constante

Figura 3.1. Geometria de

\Vx:}"y placas paralelas separadas

Y una distancia h. La placa
superior se mueve con una
velocidad constante U.

X

El vector velocidad en este casoes v = (v(y), 0, 0) 3.1

Con condiciones de frontera: v¢|,—o = 0 'y v|y—p = U 3.2)
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La ecuacién de continuidad para fluidos incompresibleses V - v = 0,

d vy
ox
por lo que v, = vy(y). La ecuacién de Navier-Stokes (ecuacién de movimiento) contiene

3 ecuaciones escalares para los componentes de la presion, velocidad y esfuerzo en las 3
direcciones cartesianas.

=0 3.3

que en coordenadas cartesianas implica que

2 d
Eje x: ,ua—;zx = 0, debido a que B_fc) =0 3.4
d
Ejey: — a—ly) + pg = 0, que podemos integrar para obtener: Ap = p g Ay 3.5
d
Bjez: — a—p — 0 (3. 6)
<

Por lo tanto, el gradiente de presiénes Vp = (0, p g, 0). La ecuacién 3. 5 corresponde a
la presion hidrostética. La resolucidn de la ecuacién 3. 4 con las condiciones 3. 2 nos da el
perfil de velocidades:

vy = C1y+ Cy Aplicando las condiciones 3.2 obtenemos: 0 = C1(0) +C; y

U = Ci(h) + C,. Substituyendo las constantes en la ecuacién anterior:

U
Ve =Y 3.7)
que nos describe un perfil lineal de velocidades.
d U
La ecuacion del fluido Newtoniano es 7y, = U a—vx = uz 3.8
y
Es ahora posible calcular el flujo volumétrico y la fuerza de arrastre.
w rh U h 1
Q://y-gdS:/ /vxnxdydz:—w/ vdy = zUwh 3.9
0o Jo h Jo 2
donde wh es el area de flujo. Se puede calcular la velocidad promedio (vy). Esto es
0 1
= —_— = - . 1
() = 5 = 3U (3.10)

que corresponde a un flujo tapén con velocidad % El area del perfil lineal (UTh) es la
misma que la de un flujo tapén con velocidad % La fuerza de arrastre o de friccién es:

w rL U
F, = //z-gdS = / / ToyNydxdz = NZ<WL) 3.11)
- 0 JO

donde wL es el area de cada placa. La fuerza de arrastre se puede medir por medio de un
dinamometro, en donde la fuerza es proporcional a la deflexion F;, = k,Ax, donde k; es la
constante eldstica. La viscosidad se mide a partir de una curva de regresion de la deflexién
en funcion de U, en donde u es la pendiente de la curva.



Otro método.

Se puede utilizar el balance de momentum lineal en términos de las componentes del
esfuerzo, en donde los componentes cartesianos del esfuerzo son, para cada eje:

0

Ejex: 0 = ;;y

. dp  IdTy

Ejey: 0 = ——

jey 8y+ Iy +pg
dp

Ejezz 0= —— =0

jez dz

a Txy _ 8 9 Vx _ 8 9 Vx _ + 2
Pero > = U 3; ( 3y > = Uy o) = 0 por la ecuacién 3. 3, recobrando las ecua-
ciones 3. 4 - 3. 6 al usar la ecuacién 3. 8.

La figura 3.2 muestra la curva de regresion de la deflexién en funcién de la velocidad
(ecuacion 3. 11).

kr"ﬂ‘x A

il

Figura 3.2. Curva de regresion
> LL) para cdlculo de la viscosidad.
h

3.1.2. Flujo torsional entre dos cilindros concéntricos. Viscosimetro
de Couette.

Como se muestra en la figura 3.3, el movimiento rotatorio del liquido causa un torque
inducido sobre el cilindro interior debido al movimiento del cilindro exterior.

Cilindro exterior
rotando /

e M
QD

2
+

Cilindre interior
estacionario

\—‘_ 1
o R— Figura 3.3. Vista del plano r — 0 de un
sistema de cilindros concéntricos.

v, es una funcién de r
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El torque es debido a la transferencia de momentum en el fluido que es medido por la
deflexion de un dinamémetro con constante de torsion k. El desplazamiento angular es
proporcional a la viscosidad a determinada velocidad angular Q. El fluido es incompresible
y a régimen permanente. El vector velocidad es:

v = (0,vg(r),0) (3.12)

Como es flujo por arrastre, % = 0. La ecuacién de continuidad V - v = 0, implica que:

aVQ

=0. 3.13
rodo ( )
Los 3 componentes de la ecuacién de movimiento son:

2 d
Ejer: —pv—e - 7P 3.14)
r ar
d [1d
Eje 6: = — [-=— .1
je6: 0 - [rar(rve)} 3.15)
d
Bjezz 0= -2 _pg (3. 16)
dz
2
El gradiente de presiones: Vp = (pv—e, 0, —pg> 3.17)
r

La resolucion de la ecuacion 3. 15 nos da el perfil de velocidades vg (r) que substituyéndolo
en la ecuacion 3. 14 describe la variacion de la presion por la fuerza centripeta. Integrando
3. 15 obtenemos:

C, = [%% (r ve)} , lo que resulta en la ecuacion general al integrar de nuevo:

Vg = Cll’ + %
con condiciones de frontera: vgl,—xg = 0 y vgl,—r = RQ (3.18)

La solucion particular es:

Vg = ﬂ (L— K—R> (3.19)

1 K
( K ’Q r
El esfuerzo cortante es:

d vg R g
—yr2 e _ c K .
To = U1 2 o 5 (3.20)

El torque en el cilindro interior estd dado por:

o= ]

= (RK)(2TRKL)(2 Q)

L p2m K2
£x<£~g)‘dS:/0/o rrre,n,rdedzz2uszo(2nL)R2m

(3.21)




La ecuacion 3. 21 describe que el torque = (brazo de palanca) (area del cilindro interior)

(esfuerzo cortante). El esfuerzo en la ecuacién 3. 20 es funcién de 2. Sin embargo, se
puede aproximar a un esfuerzo constante en el limite xk — 1. Esto es:

toleni=p 2ok (3.22)
ro K%l_u(l_K)R .
Comparando la ecuacién 3. 22 con la ecuacion 3. 8, U = Qo R, h = R — K R. Asi, se
aproxima a un flujo de corte simple. El torque en este caso seria:
[Tle
R

2TRL

Q
(- x

que tiene la misma forma de la ecuacion del fluido Newtoniano.

u donde: |T |g= kA 6 (6 es la deflexion angular) (3.23)

El otro caso limite es cuando x — 0 (no existe el cilindro interior). El movimiento del
fluido e s ahora rotacional, sin corte (movimiento de cuerpo s 6lido). En este caso, la
ecuacién 3. 19 se reduce a:

Vg = Qor (3. 24)
Los gradientes de presion son (ecuaciones 3. 14 y 3. 16):
dp 2 dp
T _nO = 3.25
or piir, 0 z pg ( )
D a a r Z
Integrando: / dp = /—pdr + /—pdz = / pQ%rdr — pg/ dz
Patm 8 r 8 < 0 20
- _ Lo — 3.26
P = Pam = 5P — pg(z—20) (3. 26)
. 5 Qf 5
En la interfase P = P, la ecuacion 3. 26 sereduce a: z — z9 = 7. r 3.27)
8

Por lo que la superficie es parabdlica (ver Figura 3.4).

Q
=
D
A P=Penla
\\ superficie ;
/
\\ \f
\ (
\ /
\ /
N S
\~~~ "‘f
- | P=p(rz
dentro del
fluido
2, z
R r Figura 3.4. Fluido en rotacion uniforme.
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3.1.3. Viscosimetro de discos paralelos.

En este aparato el disco superior se mueve a una velocidad angular constante €2 que causa
un torque debido a la transferencia de momentum en el fluido (ver figura 3.5). El disco
inferior estético detecta el torque por medio de un dinamémetro con constante kr.

Disco en z = h gira con
velocidad angular (2

El fluido, con viscosidad p

y densidad p, se mantiene

en su lugar por tensién

superficial Disco en z = 0 estd fijo
/ Figura 3.5.
Viscosimetro de
Ambos discos tienen discos paralelos.
radioRyR>> h
El vector velocidad es: v = (0, vg (1, z), 0) (3.28)
Con condiciones de fronteraen z:  vgl,—o =0 y vgl,—p = rQo 3.29)

Consideremos flujo estacionario, en el que 3—’5 = 0. Con respeto a la distancia radial, la

condicién en el disco superior (ecuacién 3. 29) indica que vg|,—o = 0y vg|,—=r = RQy.

Por esto, existen dos gradientes de velocidad ‘%9 y ‘%9 Las consideraciones sobre la
geometria requieren que R > h, por lo que ‘%" ~ RTQ" y ‘%" ~ RTQ" implica que
d Vo d Vo '

T S o

Y por la ley de Newton 7y, > Tg,, por lo que el esfuerzo dominante es:

v
To, = U 8_9 (3.30)
- 2
La ecuacién de continuidad indica que: % =0 (3. 31)
r
Las ecuaciones de movimiento en las 3 coordenadas son:
V3 dp
6 - 22 (3.32)
r ar
0 2 Vo
0= 3.33
dz? (5-33)
0
0=-22 _pg (3.34)
dz

Integrando la ecuacion 3. 33 obtenemos: vg = C;z + (2, sujeta a las condiciones (3. 29).
Aplicandolas, obtenemos dos ecuaciones algebraicas: 0 = C; (0) + C2,rQy = C1h + C;
de donde podemos determinar las constantes. El perfil de velocidades obtenido es:

rQo
Ve = T2 (3. 35)



Este perfil satisface la condicién geométrica de que el gradiente radial sea cero. Esto es:

rQop

(rve)] = 0. El esfuerzo cortante es: 79, = U (3. 36)

d [14d
h

ar |rar
El torque en el disco inferior es:

R [2nm " 2
Tl = //’KX (g-g)‘dS :/o /o FTpznerdrdd = 27:%90/0 rdr = 752h Q0

T
5 RQy
R (3.37)

R
T

Que es a su vez similar a la ecuacion 3. 11 de flujo de corte simple.

3.1.4. Viscosimetro de cono y plato.

e
—__._‘9 OI
Cono girando a
una velocidad
angular  —
/
/ \ \ Bo
\ |
|
& . /"\
Placa plana Y \ \ . . L,
oo s gl \ \_~R~ Figura 3.6. Viscosimetro de cono y plato.
\ El cono gira a una velocidad angular €2,
\ Liquido retenido entre el constante, el radio de ambos es R y el
cono y la placa por tensién j
superficial dngulo entre el cono y el plato es 6,.

En esta geometria el fluido se encuentra en el espacio entre el cono y el plato. El disco
estdtico se encuentra conectado a una barra de torsion de constante k,. El liquido tiene un
perfil esférico en un sector con dngulo 6. El vector velocidad en coordenadas esféricas es:

v=1(0,0,v4(r,0)) (3. 38)

. . . . d d . ., o
Que implica dos gradientes caracteristicos: % y %. La consideracién geométrica en
este caso es que R > 6y R, donde 6y R es el arco entre el disco y el cono cuando r = R.
Esto implica que 6y < 1, y por lo tanto en la regién del fluido sen 8 ~ 1. Las condiciones

de frontera son:

v¢]9:% =0 vy v¢|9:%_90:90rsen9z§20r (3. 39)

vy
190 =0 3. 40)

La ecuacidn de continuidad es:
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Las consideraciones geométricas requieren, puesto que

8v¢ RQ 8v¢ RQ 8v¢ 8V¢
_ y — ~ —— t R
ar ° R Y 796~ Re, MO 567 9
por lo que el componente del esfuerzo dominante es:
8 v¢ 8 V¢
Too = 0~ ( ) ~ 2o 3.41
69 = Hsen 00 \rsen0 “rae ( )
Las ecuaciones del balance lineal de momentum en términos del esfuerzo son:
2
14 d
pt 2P (3. 42)
r or
d To ¢
0= 3.43
rdo ( )
Jdp
0= — 3.44
La ecuacioén 3. 43 implica que la componente del esfuerzo es constante:
Top = Ci (3. 45)

Que substituyendo en la ecuacién 3. 41 obtenemos: V7¢ = (10 + (C; que junto con las
condiciones de frontera se obtienen las ecuaciones algebraicas siguientes:

0= C (g) + G, rQy=C <g — 90> 4+ C, de donde se obtiene el perfil de velocidades:
Vo Q (77:
Vo _ %0 (T 9) 3. 46
r 6() 2 ( )
. Qo
El esfuerzo cortante se calcula con la ecuacion 3. 41:  Tgy = U N (3. 47)
0

Cdlculo del torque:

R 21 R
T :/ / (rsen®)Tggongdr(rsen0)d¢ ~ 27[/ T0¢r2d7"
o Jo 0

7|
2 Q = RQ
IT|p = §7T‘LL9_§R3 o expresado como la ley de Newton: 3 7171;?2/2 = ‘uR_G(;)

(3.48)

La ecuacion 3. 48 es similar a flujo de corte simple, donde el esfuerzo cortante es constante
(ecuacién 3. 8).



3.2. Flujos por Gravedad.

3.2.1. Flujo en una pelicula descendente.

Distribucidn 2"
2
de velocidad ;\‘

Distribucién de momentum My"

Direccidn de
la gravedad

Figura 3.7. Flujo de una pelicula descendente en un plano inclinado, con un
dngulo B respecto a la vertical. La vista es transversal y el plano tiene una anchura
wy longitud L. El grosor de la pelicula es § .

Considerar la region de flujo desarrollado lejos de la entrada del fluido. El vector velocidad
es:

Y= (07 07 Vz(x)) (3' 49)

Con condiciones de frontera v;|,_s = 0y T;x[x=0 = O (interfase aire-liquido). Esta
condicién implica que la friccion en la interfase es despreciable. Igualmente, esto implica

d
que el gradiente a_Vz =0 (3. 50)
Xlx=0

Por lo que el méximo en la velocidad se ubica en la interfase.

En coordenadas cartesianas, la ecuacién de continuidad es: a_Vz =0 3.51)
z
dv,
El esfuerzo cortante es:  T,, = U 5% (3.52)
X

Se considera que 9p — 0, porque el movimiento es causado por la gravedad.
dz
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Las ecuaciones de momentum lineal en término del esfuerzo son:

0= _(9_p + pgsenf
dx

A + pgcosp (3.53)

0= 0x

Integrando la ecuacién 3. 53:
T, = —(pgcosPB)x + C; Como  Ty|,_, = 0, entonces C; = 0

Substituyendo el esfuerzo en la ecuacién 3. 52, podemos integrar la siguiente ecuacion:

dv x?
,ua—xz = —(pgcosP)x, resultando: v, = —(pg cosﬁ)ﬁ + G

Con la condicién v,|,_ s= 0, se puede evaluar C,, 1o que resulta en el perfil de velocida-
des:

52 2
v, = (pgcos B)ﬁ (1 - %) (3. 54)

2
En la interfase (x = 0) la velocidad es mdxima: v, = (pgcosf) o (3. 55)

El gasto volumétrico es:

w o S 2
Q:// vznzdxdyzwwg2/ (1 _x_) dx:MW§53
0 JO 0

2u 62 2u
(3. 56)
La velocidad promedio es
Q0 O _ (pgecosP) o, 2
- = _ = _ = = .57
V) =5 =305 g O T 3t (- 37)
La fuerza de friccién.
L rw
F, = /o /0 Te xdydz = pgeosPB(x) (Lw) (3.58)

que tiene un maximo en x = 4.



3.3. Flujos por Presion.

3.3.1. Flujo a través de un tubo circular.

—>
Zz
4
v,=0
Distribucion de
velocidad parabdlica V, (r)
Y
v, max
1,=0 Distribucion de flujo
de momentum lineal T_ (r)
Figura 3.8. Tubo con
(B,=0,) R seccion  transversal
Lo _\WVYo=Vz . .
Tppmax=——— circular de radio R y
largo L.
A régimen permanente, el vector velocidad es: v = (0, 0, v,(r)) (3.59)
.. dv,
con condiciones de frontera:  v;|[,_p =0 y Tr|,_o =0 5, =0
r
r=0
(3. 60)
o . . av,
La ecuacién de continuidad correspondiente es: 5, = 0 3.61)
Z
. dv,
y la ecuacion de Newtones: 7T,, = U 5, 3. 62)
r

El movimiento es causado por un gradiente de presiones en la direccién del movimiento.

En términos del esfuerzo, el balance de momentum en coordenadas cilindricas es:

N (3.63)
ar
dp
_ 3.64
0 roo ( )
d 19(rt,
0= _9p  1oUm) . (3. 65)
dz r dr
Introduciendo la variable P = p — pgzcos 3 3. 66)
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Donde f es el angulo que el tubo hace con la vertical. Substituyendo la ecuacion 3. 66 en
la 3. 65 obtenemos:

9P _19(r7z) 3.67)
0z r dr

El lado izquierdo de la ecuacién 3. 67 es funcion de z, por lo que %—I; = (), una constante.

Esta se determina considerando una caida de presiéon A P en una distancia L. Esto es,

9P _ AP
dz — L~
Integrando 3. 67 obtenemos: 7,, = ATpg + (. La condicién de frontera en el centro del

tubo 7,;|,_, = O0implica que C; = 0,

APr
porlo que: 7T,, = 7 7 (3. 68)
APR
El esfuerzo en la pared se define como: 71, = 7 3.69)

Substituyendo la ecuacién 3. 68 en la 3. 62 obtenemos: U %—Vr = %%. Integrando se

obtiene: v, = ‘ﬁt—irz + C,. Utilizando la condicién de frontera en la pared v,|,_p = 0
obtenemos:
APR? s
el perfil de velocidades siguiente: v, = i (1 — I%) (3.70)
APR?
La velocidad méxima se obtieneenr = 0: v, = 4u—L 3.71)

Con el cdlculo del flujo volumétrico se obtiene la ley de Poiseuille:

2z (R (2nR>AP) (R r TR* AP
Q:/() /() vznzrdrde:é].‘u—L/O (l—ﬁ>rdr:—u— (3-72)

La velocidad promedio es:

0 0 APR*> 1
£ _ _ — 3.73
S~ 7RZ T 8uL 2o 3.73)

(vo) =
La ecuacion 3. 72 contiene contribuciones del gradiente Ap, de la gravedad pg y de la
inclinacién del tubo cos 3 (ver ecuacién 3. 66). Esto es:

0= R! (Ap — pgzcos B). En tubos horizontales o verticales, cos B = 0ocos f = 1,

SuL

respectivamente. En flujos por gravedad, Q = %—ﬁ (pg)- La fuerza de friccion es:

L r2n APrZ 2 2
F, = / / T N, rdBdz = TE(ZEL) = nr’AP = mr° (Ap — pgL) 3.74)
0J0



3.3.2. Flujo por presion a través de una region anular.

Distribucion de
velocidad
Esfuerzo
N cgr‘ta_nfc_?
: distribucién
; ? : Figura 3.9. Flujo axial en una
f % region anular entre dos tubos
7 . CONCENtricos.
Partimos de la ecuacién 3. 67: 22 = 19 (ST”). Integrando:
Z r r
APr Ci
T, = —= + — 3.75
=51 (3.75)
A partir de la ecuacién 3. 62: AP~ + a9 — u 9ve Integrando de nuevo:
o U L2 r re ’
AP . . -
v, = 4H—Lr + CiIn(r) + C,. Aplicando las siguientes condiciones de frontera:
VZ|r=KR = vZ’r:R =0 3.76)
obtenemos las ecuaciones algebraicas siguientes:
AP AP
0= K°R* + CyIn(xR) + C 0=——R+ (il C
L + Ciin(kR) + G, y L + Ciin(R) + &
El perfil resultante es:
APR? r? 1—x> r
= — ——In— 3.77
" 4uL R? Tl lnE "R ( )
El esfuerzo cortante es:
dv, APR|r 1—«x*R| APR 1 —«x2
— o - = —|= — donde
B 2L |R  2ni r 2L U ) f(K) = 2In+
La velocidad maxima se obtiene de la condicién 7,, = 0. Esto implica que f(x) = 12—22.

APR?

La ecuacion 3. 77 se reduce a: vy pix = 4,LL—L

[1 = f(x) + f(x)Inf(K)] (3.79)

(3.78)

&9



El flujo volumétrico es:

27 AP7R*
0-— / / vonordrde — BPPRD ST =t —2(1 = ) £()] (3. 80)

El cdlculo de la fuerza de friccion en las paredes involucra las siguientes expresiones para
el esfuerzo, a partir de la ecuacién 3. 78:

APR

Trz’rzR = T [1 - f(K)]

L rim L 21
Fz = /0/() (Trz’r:R) nRd0dz + /0/0 (T"Z|r:KR) (_nr) KRdOdz =
2
- ZnL<APR ) (1= f(x) — & + f(x)]

2L

F, = AP (nR*) (1 — k%) (3.81)

3.3.3. Flujo por presion de liquidos inmiscibles.

o) ATV T

xz 2L [ pTepm
= Menor densidad,
o luido menos visco
L Plano de corte cero
x .
4’. Iﬂtﬂrfﬂ!
o
z Ux_1 wi-pf
Mayor densidad, b 2 I+pl
lle fluido més viscoso b b BTy

-

(P, -pJ)b [ 3ul+pit Esfuerzo cortante
T2= Pa” P - L } o distribucién de

*E 2L pt+ ptt flujo de momentum

Figura 3.10. Flujo por presion entre placas paralelas de dos liquidos inmiscibles.

Problema de interfase liquido-liquido en una ranura de largo L y ancho w. z es la direccién
del movimiento.

Fase I: fluido mds denso y més viscoso.

Fase II: fluido menos denso y menos viscoso.

Vector velocidad: v = (0, 0, v;(x)) (3. 82)

0
Ecuacion de continuidad: a_Vz =0 (3. 83)
Z



P (1)

Balance de momentumenz: 0 = —— + (3. 84)
dz dx
g adv,
Ecuacion de Newton: T,, = u ox 3. 85)
X
Integrando la ecuacion 3. 84 para las dos fases, donde %—f = AL—” es constante.
A A
t.=FLrva y d=Frro (3. 86)
Substituyendo en la ecuacion 3. 85 obtenemos:
vl A avil A
Ia—‘;z = Tpx +C y /.LHa—V; = Tpx + G integrando:

Jo (AN E X e (3.87)
z L'U,I 2 1 ‘ul 3 M
u_ [ Ap\ ¥ X 3.88

VZ = m E -+ sz + C4 ( . )

Hay 4 condiciones de frontera:

. 1 _ 11 _

En las paredes: Vz‘x:—b =0, v; ‘x:b =0

En la interfase: T;Z = Tﬁ, vé = vél (3. 89)

Por las condiciones de interfase, en la ecuacién 3. 86, C; = C,. Igualmente, en las

ecuaciones 3. 87 y 3. 88, C3 = C;.

Por las condiciones en las paredes, se obtienen dos ecuaciones algebraicas para C; y Cs.

Ap )\ b? b Ap \ b? b
0=(=L)=-¢c=+cC O=|—%])=5 +C— +C
(w’) 2wty (Lu”) 2y POt T

El resultado es:

Ap X 1‘LLI _ ,LLH
=Pyt - 2 Ladll 3.90
TZ L b |:b 2‘LLI + ‘U,” ( )
I A_Pb_22_“l+<£>u_ﬁ (3.91)
Ve = Lpl) 2 |ul + plt b) ul + pll B2 :
([ 3.9
Ve = Lu) 2 | ul + ulf b) ul + ull — b2 :
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El maximo en la velocidad ocurre cuando 7,, = 0. Esto es, de la ecuacién 3. 90,

x _ 1M Boe se encuentra en la fase I1, ya que  p! > p!! /b >0
b = 21l »yaq u H y .

El esfuerzo en la interfase (x = 0) es negativo (ecuacién 3. 90). La velocidad en la interfase
es:

Apb? 1
1 i
VvV, =V, = ( 2 > |:‘ul n u”} (3. 93)

El esfuerzo en las paredes es:

Ap u1+3u11 Ap 3‘u1+‘ull
Trelemp = 51 T Y Tzl —p = =7 I (3.94)
2L pul +u 2L u' +u
La fuerza de friccion en x = b es:
L rw APb ‘LLI + 3“11
Fz = /) /() (sz|x:b) nxdde = 2L ( ‘ul n u” ) wlL (3. 95)

3. 4. Flujos Radiales.

3.4.1. Flujo radial entre dos discos paralelos.
Un sistema de lubricacion consiste en dos discos circulares en donde fluye radialmente un

liquido lubricante. Este flujo se genera debido a una diferencia de presiones entre el radio
interior r; y el radio exterior r, (ver figura 3.11).

l Fluido entrante

Flujo radial hacia afuera
entre los discos

z=+b
z=-b

Figura 3.11. Dos discos paralelos separados una distancia 2b. El fluido desciende
verticalmente y se adapta a la situacion de flujo radial desarrollado entre los radios

ryyn.

El vector velocidad en este caso es: v = (v.(z), 0, 0). La ecuacién de continuidad en
coordenadas cilindricas es %% = 0, lo que implica que:

rve =0(2), rn<r<n (3. 96)



El componente radial de la ecuacién de movimiento es:

ﬂ dp 0%v,

= — = 3.97
pvr 8 r 8 r + ;u“ 8Z2 ( )
Substituyendo la ecuacién 3. 96 en 3. 97 obtenemos:

> dp 10%¢
_p = _Z£ . 3.98
r3 ar rdz? ( )
Suponiendo flujo lento, tal que ¢ < 1, obtenemos:
0=— r% + u‘?—z‘f que se puede integrar para obtener: —Ap = U <ln :—f) ?;—Zf
Integrando de nuevo: %—f = — ﬁ z + C1. La constante se evalua considerando el
R

maximo de la velocidad, y de ¢ (ver ecuacion 3. 96) en z = 0. Por lo tanto, C; = 0.

2
Integrando nuevamente: ¢ = — u(iprz ) % + C3, con condicién ¢|._, = 0.
1
A b2 2
Se obtiene: ¢ = — ——~F 7~ [1 — Z—z} (3. 99)
r

) . ) Ap b 7

Por la ecuacion 3. 96 se obtiene el perfil de velocidad: v, = ——F—— — |1 — —

n\ 2 b?

ur (ln r—)
1
A b?
Velocidad méxima: vy e = — 2P 7
ur (ln :—2> 2
1
2r b
Flujo volumétrico: Q = / / vyn,rdzd0
0 J-b
—Apb? 4 A
—on | =222 ) (2b - 25) = 2222 (3,100
2u (zn—f) 33u (zn—f)
Apb? 2
Velocidad promedio: (v;) = g ¢ _ b = (3.101)

S~ 2mr(2b) 3y, (lnr_2> = 3Vrmix
r
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3.5. Flujos con Simetria Esférica.

3.5.1. Flujo alrededor de una esfera rotatoria.

Se requiere evaluar el torque para mantener el movimiento de la esfera.

Torca T, requerida
para hacer rotar a
la esfera

Q

El vector velocidad es: v = (0, 0, vy (r)).

P9V _

Ecuacién de continuidad: — =
rsen 6 d ¢

Con condiciones de frontera: v¢|r _r=RQpsend, vy . =0

d (V¢
Laley de Newtones: 7,9 = Ur—— <—>
adr\r

En términos del esfuerzo, el balance de momentum se expresa en los 3 ejes:

v2 0
Eje r: —p—¢ =_2°
r ar
V2 0
Eje O: —p—¢cot9 = 2r + pgo;
r roo

Eje¢: 0= — — + ==— (7
ie ¢ rsen d ¢ +r38r<r 0)
: dp
Este es un flujo por arrastre, por lo que —¢ = 0.

Figura 3.12. Esfera de radio R
girando a una velocidad angular Qg
en un liquido incompresible.

(3.102)

(3.103)

(3.104)

(3.105)

(3. 106)



La ecuacién 3. 106, por lo tanto, implica que: 7> T,¢ = Ci. Substituyendo la ecuacion 3.
103,

C d

‘u_:4 = = (v7¢> . Integrando:

V¢ C] . . . ey

— == 33 + C, aplicando la primera condicién de frontera:

vo| . =0,implicaque C;=0.

Aplicando la condicion vy _g=R Qpsen @ ,se obtiene:

Ci
3R R Qg sen O, por lo que el perfil de velocidades es:
R3
ve = Qo — sen 0 (3.107)
r

El esfuerzo esta dado por la ecuacién 3. 103. Efectuando la derivacién se obtiene:

R\ 3
Trg = 3U0 | — | senb (3.108)
r

De donde se obtiene el torque:
2n @ 2n pm

Ty = / / Tr¢ (rsen®) (rd@) (rsen0d¢) = 3,uQOR3/ / sen’ 0d0d¢ = %67IR3Q0
0 JO 0 Jo

IT|, = 8TUR’ Qg (3.109)
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Tarea 3

1. Torque requerido en una flecha que gira en un cojinete de friccion. Fig. 3.13
(Problema 3A.1 Bird et al.)

Calcular el torque requerido en Iby - ft y la potencia consumida en HP para que una
flecha gire en el cojinete mostrado en la figura 3.13. El didmetro de la flecha es de
2in y gira a 200rpm. El espacio entre la flecha y el cojinete es de 0.002in. La
viscosidad del lubricante es de 200¢p y su densidad es de 50/, La potencia
consumida es el producto del torque por la velocidad angular.

Respuesta: 0.32 [by - ft; 0.012HP = 0.009kW

j Figura 3.13. Cojinete de friccion.

2. Flujo entre dos cilindros coaxiales. (Problema 3B.1 Bird et al.)

El espacio entre dos cilindros coaxiales contiene un liquido incompresible a tem-
peratura constante. Los radios interior y exterior son KR y R, respectivamente. Las
velocidades angulares son €; y (. Determinar la distribucion de velocidades en el
fluido y los torques en los dos cilindros para mantener el movimiento.

Respuestas: La distribucion de velocidades es:

o KR {(Qo — QK (é) +(Qi — Qo) (K—R)}

1 — k2 r



Tarea 4

1. Flujo laminar en una ranura estrecha. (Problema 2B.3. Bird et al.)
Ver figura 3.14.

Fluido entrante

/y

X A

w

Figura 3.14. Flujo a través de una
Fluido saliente ranura, con B < W < L.

a) Un fluido Newtoniano en flujo laminar fluye en una ranura de grosor 2B, en
donde B < W. Obtener los campos de velocidades y esfuerzos siguientes:

B AP B? 1 — (x)2
T ouL B
AP

Tz = Tx

donde

P=p+pgh=p—pgz

b) (Cual es el cociente de la velocidad promedio y la velocidad méxima en este
flujo?

c) Obtener el flujo volumétrico.

Respuesta:
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2. Flujo de una pelicula descendente en el exterior de un tubo. (Problema 2B.6 Bird

et al.)

En un experimento de absorcion de gas un fluido viscoso fluye hacia arriba dentro
de un tubo y luego fluye hacia abajo sobre la superficie exterior del tubo.

a) Demostrar que la distribucion de velocidades en la pelicula descendente es

=P [ () 2 ()]

b) Obtener el flujo mésico de la pelicula.




Tarea 5

1. Flujo radial entre dos cilindros concéntricos. (Problema 3B.11 Bird et al.)

Considerar un fluido incompresible de densidad constante que fluye radialmente
entre dos paredes porosas cilindricas con radios KR y R, respectivamente.

a) Demostrar que la ecuacion de continuidad se reduce a v, = C/r, donde C es
una constante.

b) A partir de la ecuaciéon de movimiento, obtener las siguientes expresiones de la
presiéon modificada:

Q__ vdv,
dr prdr
dP_dP_
de  dz

Integrar la presion radial para obtener:

2
PO PR = 3 p bl |1 (%)

r

2. Flujo lento entre dos esferas concéntricas. (Problema 3B.4 Bird et al.)

Un fluido Newtoniano viscoso fluye en el espacio entre dos esferas concéntricas,
como se muestra en la figura 3.15. El flujo es producido por un gradiente de presion.

Suponer que vg depende solamente de r y 6. Los otros componentes de la velocidad
son cero.

m' Fluido

entrante

Figura 3.15. Flujo lento en la re-
gion entre dos esferas concéntricas
estacionarias.

saliente

a) A partir de la ecuacién de continuidad demostrar que vg sen @ = u(r) donde u
serd determinada después.
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b) Escribir el componente 0 de la ecuacién de movimiento para flujo lento, de tal
forma que el término v- Vy es muy pequeiio. Este es:

1dp 1 1d [ ,du
0=_-2°F B (P Rded
rae H [sen@rzdr <r dr)}

c) Separar esta ecuacion en dos ecuaciones siguientes:

Ip _
00

pd (odu) _
rdr <r dr) =B

donde B es la constante de separacidn. Resolver las dos ecuaciones para obte-
ner:

sen 0 B

P, — Py

B= 21ncot (%)

u(r) = PL= PR (-K)p

12plncot (%)
donde Py y P; son los valores de la presion modificadaen 8 = €y 0 = 7w — &,
respectivamente.

d) Encontrar el flujo mésico:

w:%[(l—I%)JrK(l—é)]



Capitulo 4

Fluidos no-Newtonianos

Este capitulo abarca a los fluidos newtonianos generalizados (ley de potencia y viscoplas-
ticos) en flujos tangenciales y en tubos.

4.1. La ecuacion de Weissenberg-Rabinowitch (W-R).

Esta ecuacion se utiliza para obtener la viscosidad no-newtoniana de datos que se obtienen
de un viscosimetro capilar. Se parte de la definicién de flujo volumétrico:

R
0= 27t/ v, rdr 4.1)
0

Realizando un cambio de variable: u = v,,

du = (%) dr, se obtiene: Q = 27y, ; : — 27r/0R r—22 (%) dr
Definiendo la velocidad de corte:  }, = (—%) , obtenemos:

R
Q:n/o B P dr 4.2)
Por balance de momentum lineal:
- ()5~ ()3
y definiendo el esfuerzo en la pared:
Ty = (A_]f?> Ig 4.4
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1

obtenemos: dr = ——dt,, = —d71,,

Ap Tw

2L

T R3 )
luego, la ecuacion 4. 2 puede expresarse como: Q = & / P Y (’L’,Z) dTt,
w

o similarmente:
QTV%; W 2
-— = Tr,) dT 4.5
TR /o o (77z) 4.5)

Derivando con respecto a T,:

73 dQ 30 2

— (2
AR dn, AR T (=)
1 d .
ﬁ {Twi + 3Q] = %y, obtenemos:
40 [3 11,dQ 40 [3 1dinQ
= = | 4 - == = = |Z 4+ = 4.6
W= R {4 T30 a’rw} TR {4 * 4dlm’w} 4.6)

que es la ecuacion W-R.

En el caso de un fluido newtoniano, y por la ley de Hagen-Poiseuille, el esfuerzo en la
pared estd dado por:

Ap\ R 40
— (Z2E£)2 = = 4.7
w= ()5 -n(25) @7
Eneste casod Int, = dInQ, por lo que la ecuacion 4. 6 se reduce a 7}, = %, Con
esta ecuacion es posible obtener la viscosidad no Newtoniana del fluido:
Tw
= ()



4.2. Flujos no-Newtonianos en Tuberias.

4.2.1. Ley de potencias.

En este caso, la ley de Newton se generaliza a:

B v, \"
Ty = K <W> (4. 9)

Donde K (indice de consistencia) y n (coeficiente de la ley de la potencia) son constantes.

Por balance de momentum,

_(Ap\r _ [dv, "
T = (T)E_(ar) (@10

1
n [ 1 ..
De donde v, = (ﬁ(—i) /rn dr + Cy, con condiciones de frontera: v, = Oenr = R.

Aplicando las condiciones de frontera obtenemos:

B Ap %nR(%le) r %-ﬁ-l
2= (ZKL) n+ 1 [1_<1_e) 1 @10

En el caso newtoniano (K = 1y n = 1) se obtiene:

v, = (Aﬁf) {1— (I%)z} 4.12)

Lo que recupera el perfil parabdlico. El gasto volumétrico correspondiente es:

1 1
2w R Ap » nRGH) (R rya!
— : = =2 1-(=
0 //y ndS /0 /0 v, rdrd@ T <2KL> T /0 [ <R> } rdr

R nl 1
Ya que / {1 — (%) ] rdr = LRZ, entonces:
0

2(3n+1)
ApR\ " nmR3
p n n
— 4.1
Q (2KL) 3n+1 @13
Nuevamente,siK = 4y n = 1, obtenemos la ley de Poiseuille:
TR* Ap
= — — 4.14
0= 31 4. 14)
La ecuacién 4.13 puede ser expresada como:
ApR 40 (3n+1\]"
= X7 _Kg|=X= 4.15
=75 = e () @19
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En donde:

40 [3n+1
o= — {—] 4.16)
Comparando la ecuacion 4. 16 con la ecuacion 4. 6 se obtiene:
3 1dInQ 3n+1
4 — 4.17
4" 4dm, 4n 4. 17)

debido a que por la ecuacién 4. 15d Int,, = (n)d InQ.

4.2.2. Fluidos de Bingham (viscoplasticos).

Estos fluidos poseen un esfuerzo caracteristico, el esfuerzo de cedencia, el cual es necesario
superar para que el liquido fluya. Para valores menores a este esfuerzo, el material es un
s6lido que no fluye. En un tubo, el esfuerzo de cedencia se encuentra a una distancia radial
determinada (rg), de acuerdo a la figura 4.1.

Distribucion
de velecidad

vir)

Distribucién . .
de fiujo de  Figura 4.1: Vista del plano r — z de

'"?cm'(':;m un tubo. La zona sdlida (r < ry) se
- encuentra en la parte central y la
zona liquida (r > ry) se encuentra

r=R en la vecindad de la pared.

En este caso, la componente del tensor de esfuerzos 7,, esta dada por:
adv

T, = To + Mo —=— (4.18)
ar

donde 1y es el esfuerzo de cedencia. Por el balance lineal de momentum se tiene que:



A
T. — (_”) % i r> 1o

A
T}"Z:TO: (Tp)r—;) si I’SI’()

Existen dos fases en el liquido: una fase s6lida cuando 7,, < 7y y una fase fluida cuando
Tr; > To. Bsto es:

d
T, = To + Ho a—vrz Si Trz > T 4.19)
I _ i Ty < (4.20)
or

Perfil de velocidad en la fase liquida (1). Se obtiene integrando la ecuacion 4. 18,

vy = / dr — — / dr+C;. La constante C; se evalia con la condicién:
2/,L0L
vy (r=R) — 0,
resultando en:
ApR? 2 R
v, = 4 | (1) _ TO_ [1 — 1} para r>ro 4.21)
4po L R Uo R

En la fase sélida (2), si r = rg, entonces

ApR? 1 <r0>2 Apro| R [1 ro}
v, = ol = — === |1 - =
“ 4ugL R L 2| up R
resultando en la siguiente simplificacion:

ApR2 o 2
Vg, = <4H0L) [1 — E} para r<rg 4.22)

El flujo volumétrico se evalia por partes:
ol 3 ()L ()
rn \ 9r
av,

ro
ya que / (—) r2dr = 0. Por la ecuacién 4. 19, tenemos que:
0

R
0 = 27r/ vordr = 27z?vZ
0

or

B Riapr w\ ,, Ap 4 4 0 (o3 3
0= =, Gtz — o) 7o = 7 [z =)~ 5 (0=

4 4 4
_ o AR o ApRT (W 4o (R — 1)
8o L R* 8oL \ 3o T, R3
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ApR* 1,R

debido a que S L = m , entonces:
ApR* | rg 41 41 rg ro T
=T — =7 — | 35— — 1. C - = —, t :
0 8o L ( R4 317, + 37, R3 omo- Ty entonces
Q_ﬂApR4 (, T3 415 41 ApR* - 115 41
T 8uoL | 74 374 37, SuoL 3t 31,

La ecuacién 4. 23 es conocida como la ecuacién de Buckingham-Reiner.

4. 3. Flujo Torsional en Fluidos no-Newtonianos.

4.3.1. Ley de potencias.

Se hace referencia aqui al flujo similar al de un viscosimetro de Couette, en donde el fluido
estd contenido entre dos cilindros concéntricos, y uno de los cilindros gira a una velocidad
angular determinada. Se obtendr4 el torque en funcién de la velocidad angular.

La expresion de la ley de la potencia en este caso es la generalizacion al caso no-newtoniano
de la ley de potencia. El tinico componente del tensor de esfuerzos diferente de cero es:

d n
to = K {’E (VT")} 4.24)
junto con el balance de momentum:
1 d
-5 (r%-re) =0, (4. 25)

de donde se obtiene:

==

1
d 1 /Ci\" 1 /Ci\"
luego: — <V—e> = - (=) Integrando: Yo _ /— =) ar+ G
dr \ r r\ r? r r\ r?

con condiciones de frontera: vg =0 en r=KkR y vg=RQy en r =R

El resultado de determinar las constantes por medio de las condiciones de frontera es el
perfil de velocidades:

v 1 —(KR):

r

e = T 4. 26)




El torque resultante es:

L /2
T|y = /0 /0 rterd0dz = r’ T (2rmL) 4.27)

KR\"
: - ()
donde 7,9 = Kr? {ri (V—e)} = Kr? ri d

rte = Kr’ [r (%) (xR)

n
resultado:

2 n
‘T|9:27TLKQSK2R2[W] (4. 28)

4. 3.2. Fluidos de Bingham.

En este caso, la ecuacién constitutiva de Bingham con el componente del tensor de
esfuerzos es:

. a Vo
To = T + Hor 5 (7) 4.29)

Este caso involucra, como uno anterior, al fluido comprendido entre dos cilindros concén-
tricos.

En la figura 4.2 el fluido presenta dos fases: una fase sélida en la regién de menor esfuerzo
(que es la zona adyacente a la superficie en movimiento) y una fase liquida en la regién de
mayor esfuerzo (zona adyacente a la superficie estatica).

Figura 4.2. Flujo torsional visto en el
plano (r — 0). El cilindro interior estd
estdtico y el exterior se mueve a una ve-
locidad angular €.

Las condiciones de frontera para la velocidad son:

vg =0 en r = KR y vg = RQy en r =R 4. 30)
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Ademas, la condicion de interfase:
vg = ro< en r = ro (4.31)

Substituyendo la ecuacién 4. 27 en la 4. 29 obtenemos:

T T0 d /ve .
= + — (—) integrando:

271 L g r3 r Uo dr \'r
Vo T 70 . .y
—=—-———— —1In(r) + C Utilizando la condicién 4. 31 obtenemos:
r 4dxLugr®: U
Q _r & In(rg) + C Esto implica que

- _ - 12 1 1 ue.

0 AL rg 10 0 1 plica q

v T 1 1 T r
Yo _ gy + - —Oln<—0>
r drLpy \ ry r Uo r

Por lo que el campo de velocidades entre los dos cilindros es el siguiente:

T 2
Yoot (1-0) - B (L) kr<r<ny 4.32)
r 4mLugry r Uo 70
Yo _ g, rn<r<R (4.33)
-

Si rg— R, entonces la ecuacion 4. 32 con la condicién 4. 30 se modifica a:

T R?
Yoot (1= ) - (%) (4.34)
r 471 LuyR? r o \R
Utilizando la condicion de velocidad cero en el cilindro interior se obtiene:
T 1 T0
Qy= ———| —= —1 — Inkx 4. 35
’ 475LH0R2<’<2 ) * wo (33

La ecuacion 4. 35 es la ecuacion de Reinier-Rivlin. Se utiliza para determinar el esfuerzo
de cedencia y la viscosidad a partir de datos viscosimétricos.



Tarea 6

1. Los siguientes datos fueron obtenidos en un tubo capilar de un material x.

a) En caso de que x fuera un fluido Newtoniano, calcular su viscosidad.
b) En caso de que x fuera un fluido de ley de potencia, calcular K y n.

¢) Graficar la curva de viscosidad en funcién de la rapidez de corte (log — log)

para x.
40/7R3 T (Ibr/f1?)
11 1.46
24 1.97
42 2.49
75 3.30
125 4.20
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Capitulo 5

Flujo a bajo numero de Reynolds, Flujo
Potencial y Capa Limite

5.1. Flujo a Bajo Namero de Reynolds.

En flujos bidimensionales incompresibles, se puede definir una funcién que satisfaga la
ecuacion de continuidad. En coordenadas cartesianas tenemos:

dvy  dvy
— =0 5.1
5. T R 3.1
La funcién de corriente y se define de la siguiente forma:
d
vy = a—‘;’ (5.2)
d
v = — a_f (5.3)

la cual satisface idénticamente a la ecuacién 5. 1. Esta funcidén debe también satisfacer la
condicion de irrotacionalidad. Esto es, en dos dimensiones, el vector vorticidad se define
como:

W =VXxu El componente z (normal al plano de flujo) de esta ecuacion es:
0 d

o = Dy 9w

dx dy

Substituyendo las ecuaciones 5. 2 y 5. 3 en la ecuacion 5. 4, se obtiene:

92 02
a—xf + a—y‘f =0 (5.5)

=0 5.4

lo que implica que y satisface la condicion de irrotacionalidad. Como y es funcién de x y
y, entonces:
oy, Iy

dy = xdx—i— a—ydy: —vydx + vydy (5.6)



Luego, las ecuaciones a y constante son:
0 = —vydx + vidy lo que implica que:

y\ _ W
(dx>w = (5.7)

que es la ecuacion de lineas de corriente en un plano. Por lo tanto, las lineas a y constante
son lineas de corriente. Ahora, el flujo volumétrico en un plano podemos expresarlo de la
siguiente manera:

B B

0 = —/ vydx—l—/ vedy (5.8
A A

Integrando la ecuacién S. 6 se obtiene:

[} B B
dy = —/ vydx + / vedy
41 A A

Porlo tanto: Q = y» — v 5.9

En el caso de un fluido incompresible bidimensional a régimen permanente, la funcién de
corriente puede reducir las ecuaciones de continuidad y de movimiento a una sola ecuacién
para y. Consideremos las ecuaciones mencionadas (ecuacién 5. 1) y las ecuaciones de
movimiento en coordenadas cartesianas sin inercia:

ap 0%v,  9%v, B

0__3—*_“(8)62 + ayz) +ng7 gx—_vxq) (510)
d 9%v 9%y

0= _3_5 * u(8x2y * 8y2y) them &=V 1D

Si derivamos la ecuacién 5. 10 con respecto a y y la ecuacién 5. 11 con respecto a x, al
restarlas se eliminardn los términos de presion y gravedad. Esto es:

3, 23 v, 83vy 33Vy
(3)’3)62 * 0y3  9xdyr 8x3) =0 (5.12)

Sustituyendo las ecuaciones S. 2 y 5. 3 en la ecuacion 5. 12 se obtiene:

oty oty oy oty
(8y28x2 T Taae T ax4) =0

- Py Py [Py Iy
que implica que: <8x2 + 8y2) <8x2 + 8y2) =0

que resulta en la ecuacién bi-armonica:
VZ(Viy) =0 (5.13)

El laplaciano en coordenadas esféricas es:
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9’y sen® o 1 dy
2 _ _ ___
Viv = (8r2) T2 50 (senG 89)

Por lo que la ecuacién 5. 13 adopta la forma siguiente:

22 +senei 1 i 2 _ 0

or? r2 00 \sen® 9o V= (5.14)
En donde:

B 1 ay 1 vy
vr = —m(%) ! Ve = send (a) - 15)

Las ecuaciones 5. 14 y S. 15 satisfacen la ecuacién de continuidad en coordenadas esféricas.

La ecuacién de Laplace (8. 5) se derivé considerando flujo irrotacional, es decir, con
vorticidad cero. En coordenadas esféricas, el componente de la vorticidad normal al plano
de flujo es:

li( ) — 1dv,
ror Ve rodé

Substituyendo las ecuaciones S. 15 en la ecuacion 5. 16, se obtiene:

J ( ! 81[/) o ( ! 81//) =0 y efectuando las derivadas,

(Vxy)y =

=0 (5.16)

dr \sen8dr) 06\ r2sen0oo
02 6 J 1 d
( ! rlé/) n sern2 7 (Sen 5 %) =0, que es la ecuacion de Laplace.

Esta demostracion expone un resultado general, el hecho de que la funcién de Laplace
satisface la condicién de irrotacionalidad.

Ejemplo. Flujo lento alrededor de una esfera.

Consideremos un flujo lento (R, — 0) de un fluido incompresible, axisimétrico, alrededor
de una esfera sélida (ver figura 5.1).

Puesto que el flujo es planar, el vector velocidad esta dado por:

Vv = (Vra Ve, O) (5. 17)

A partir de la ecuacién 5. 14 en coordenadas esféricas:

Las condiciones de front C () gm0 (10 )]y
aS condiciones de 1rrontera son: 972 2 90 00 W— .

sen6
1 Jdy
_ — — R .1
v r2sen® 00 0 en " .18
1 Jdy
- _ el A =R 5.19
vo rsen® or 0 en d ( )
1
VY = — 5 Ve r* sen* 0 cuando r— oo (5.20)
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La condicioén 5. 20 implica que, lejos de la esfera:

Figura ~ 5.1.  Flujo
ascendente alrededor de
una esfera solida. La
velocidad del fluido lejos
de la esfera es Ve.

2
Vv, = — 2r Vo COSO5sen@ = —v,cos0 cuando r—> oo
r- sen
vg = — VooS€N*0 = —voosen6 cuando r— oo
rsen
Postulamos una solucién de la forma: v(r,0) = f(r)sen*6 (5.21)
Substituyendo en la ecuacién S. 14:
_ 32 2
_(W) fsenZG—ZrizsenzG =0
2 1)
Se propone una solucién en series:
y(r, 0) = (ﬂ +or+art e r4> sen” 0 (5.23)
r
La condicién de la ecuacién 5. 20 implica que:
—%vmrzsenze = cor +c3r’ dedonde ¢4 =0 vy 03:—%%0
1
Por lo tanto: y(r, 0) = <C—1 +cor — Ve r2> sen” 0 (5.24)
r
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Utilizando las ecuaciones 5. 15 y 5. 16 se calculan los componentes de la velocidad:

v, = _mg—z = —% <C7l +cor — %voorz) cos 0
= (_% — 2—:2 +vm> cos 0
o= rselne f?l;l’, - rselne <_% T Vwr) sen” 0
= <_% + 672 —vw> sen 0
De acuerdo a las condiciones de frontera (ecuaciones S. 18 y 5. 19) se obtiene:
0=-— % — 2% + Voo
0=—-2+ % — Voo
Resolviendo: ¢y = — %, 2= 3VT‘:°R

Asi se obtiene el campo de velocidades:

3R R?
v, = vm{l———l——}cose

2r 273
3R R
Vg = — Voo [1 e m}sen@

(5. 25)

(5. 26)

(5.27)

(5.28)

Distribucion de presiones. Para ello, nos referiremos a la relacion entre ¥ y los gradientes

de presion es:

P [T, 2 2 5
or  r2senbd6 [(W a r_2) Jsen 6}

JP u 0 ) )
rd6  rsen®dr [(W a r_2> Jsen 9}

1
donde f = a + cyr — szrz.
r

Irf  2f  2c 2f  —2c  3veR

e, G T s TR T 2

Substituyendo la ecuacion 5. 31 en las ecuaciones S. 29 y 5. 30, obtenemos:

dPpP 3 R

3, = 7“\)00”—3(2cos9) = 3,uvoor—3€0S9
JP  3pu 0

96 ~ 2 ="

(5.29)

(5.30)

(5.31)

(5.32)

(5.33)



Integrando:

JaPpP
0P = —d —do
/ T
R
P = —Euvmr—zcos9+ Co donde c¢y= P (r— o) (5.34)
Distribucion de esfuerzos.
Los componentes del esfuerzo son:
v, 3R 3R} 3 [R* R*
TrrIZ‘UW :2‘U,Voo {ﬁ_ﬁ} COSGZHEVOO {ﬁ—?} (5.35)
1dvg v,
—oy =222 L
L # [r 26 * r]
_ ., 1 3R R 012 1_3R+R3
N H Ve ro 4r2 444 €os H Ve roo2r2 214
1 [ 3R* 3R 3uve. [R> R
= 2UVeo — | —— — | = —= — = — .
HY R[ 4r2+4r4] 2 {ﬂ ﬂ} (5. 36)
B ]
o = H r do ar r
= HVe ro 2r? r4 H Ve roo2r2 214
w [R*
— _%% [?} sen® (5.37)

Fuerza normal.

2T T
FN://I'EdSZ/ / (Tyr — p)|,_p R*cosOsen0d 6 d ¢
- 0 Jo

Delaecuacion 5.34,si P=p+pgz=p+pgRcosH,

3 Uve
entonces P|._p = Po — > %cos@ —pgRcos 0, Trrl,_pg =0

Luego,

T 3 o T
Fy=—27R? [/ PmsenGCOSBdG—E%/ cos29sen9d9—pg/ c0s29sen9d9]
0 0 0

4
Fy=2% Rz{“R + = pgR} TR pg+2TRUVw

3 (5. 38)

La ecuacion 5. 38 incluye las contribuciones por fuerzas de flotacién y de friccién por
forma.
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Fuerza tangencial (fuerza de friccion).

2 5 3‘uvm b1 3
Fr —/ / —Tr9)|,_p 5en @) R*senOcos0dO dp = 2R SR / sen” 0d 6
0

donde se ha incluido que 7,g \r: R=— % “% sen 0, luego,
Fr =4nURv (5.39)
La fuerza total actuando sobre la esfera es:

4
F:FN+FT:67ruRvoo+§7rR3pg (5. 40)

Coeficiente de arrastre.
Este se define como el cociente del esfuerzo de friccion entre la energia cinética:

F 67 URV.

< — 24
SR S (5.41)
7PV 2pve R
Donde el nimero de Reynolds es R, = = 2P ﬁvw

5.2. Flujo Potencial.

Los flujos ideales, en los cuales los efectos viscosos son despreciables (flujos inviscidos)
la ecuacién de conservacion de momentum es la ecuacion de Euler:

du Vp
8_+u Vu——F-I-f (5.42)

Esta ecuacion, junto con la ecuacion de continuidad, son denominadas ecuaciones de la
hidrodindmica. Si el flujo es irrotacional (vorticidad cero) se tiene que:

Vxu=20 (5.43)

lo que implicaque u = V¢,
(5.44)

donde ¢ es el potencial de velocidad. Substituyendo la ecuacion 5. 44 en la ecuacion de
continuidad (1), se obtiene:

V29 =0 (5.45)
Para determinar la presion se utiliza la ecuacion de Bernoulli:
d
a‘f+£+ Vo Vo — & = F(t) (5. 46)

Siendo @ el potencial gravitatorio.



5.2.1. Flujo potencial bidimensional.

Si ¢ es funcién de x y y, entonces:

d d
d¢:—¢dx+—¢dy=vxdx+vydy (5.47)
dx dy
Entonces, las lineas correspondientes a ¢ constante son lineas equipotenciales: 0 = vydx +
vydy lo que implica que:

d

(—y) =_= (5. 48)
dx p Vy

Comparando la ecuacién 5. 48 con la ecuacion 5. 7:

d 1

(—y) = (5. 49)
o™ E)

dx
v

Por lo tanto, las lineas a ¢ constante y aquellas a ¥ constante son ortogonales. Ya que

¢ _Jy ¢ oy
vx = = = =, vy = =
dx dy dy dx
Asi, estas igualdades tienen la forma de las ecuaciones de Cauchy-Riemann, por lo que:
es posible definir el potencial complejo F(z) como F(z) = ¢ + iy (5. 50)

en donde ¢ e iy satisfacen V29 = 0y VZy = 0. La derivada de F(z) es la velocidad
compleja:

_OF _9F 3¢ Jy

L i T ML

Vy — iVy (5.51)
Multiplicando por el complejo conjugado, se obtiene:

WW = (vy — ivy)(vx + ivy) = vi +V} (5.52)

El producto V ¢ - V ¢ de la ecuacién 5. 46 es igual a v2 + v§. En coordenadas cilindricas,
en donde

Vy = v,cos0 —vgsen@ , vy =v.sen@ + vgcos6
Se tiene:
W = (v,cos0 — vgsenB) — i(v,sen + vy cos )

= v, (cos® — isen8) — ivg (cosO — isen®) = (v, —ivg) e 0 (5.53)
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Flujo uniforme.

Este flujo se muestra en la figura 5.2. En ésta, se grafica el flujo uniforme en la direccion x,
direccién y, y con un dngulo o con respecto a la direccion x.

4 A A /
_ 7
— Figura 5.2. Flujo uniforme en
> > > (a) direccion x, (b) direccion v,
(a) * ®) * (© * (c) dngulo o con respecto a x.
Considerando  F(z) = Ce %z, siendo C'y o reales, (5.54)

se tiene que:
W(z) = vy —ivy = Ccosa — iCsenc.

Para este flujo, los componentes de la velocidad son:
vy = Ccosa vy = Csena
Por lo que el potencial complejo con velocidad V es:
F(z) = Ve'% (5. 55)

Cuando @ = 0, F(z) = Vz, y ladireccién del flujo es x. Si @ = % entonces F(z) = —iV,,
y la direccién del flujo serd y.

Flujo fuente, de sumidero y de vértice.

En este caso,

F(z) = Clogz = Clog (Re"9> — ClogR +iC8 (5. 56)
. C C —i0
Como F(z) = ¢ + iy, entonces ¢ = ClogRy y = CO.Luego, W(z) = — = ¢
Z
. C

con componentes, de acuerdo con la ecuacién 5. 53: v, = R’ vg =0 (5.57)

Se define m, la fuerza de la fuente (flujo volumétrico/grosor) de acuerdo a:

2w 2r
m:/ wRd6 = | Cd6 =2nC (5.58)
0 0



Substituyendo en la ecuacién 5. 56:

F(z) = %log(Z) (5. 59)

En el caso de un sumidero, m — — m. El potencial complejo de la ecuacién S. 56 adopta
la forma:

F(z) = —iClog(z) (5. 60)

F(z) = ~iClog (Re'®) = ~iC(logR +i6) = CO — iClog(R)

La ecuacion 5. 50 sugiere que ¢ =C60 y y = Clog(R) (5. 61)
La velocidad compleja es: W(z) = dg“gz) = _Z‘C = —iC,~i0
. . C
La ecuacioén 5. 53 da los componentes de la velocidad: v, = 0, vg = 2 (5.62)

Para el caso en que C > 0, la direccion del flujo es positiva y es el caso de un vértice. La
fuerza del vértice estd caracterizada por la circulacion I', definida como:

2 21
= fg.dl = 7{ veRdO = Cd6 =2xC (5. 63)
0 0

Lo que resulta en el potencial complejo siguiente:

.
F(z) = —lﬁlog(z) (5. 64)

que es la ecuacion de un vortice libre.

En la figura 5.3, se muestran las lineas de corriente y las lineas equipotenciales de un flujo
fuente y de un flujo de vortice en el sentido positivo.

Figura 5.3. Lineas de corriente
(solidas) y lineas equipotenciales
(punteadas) para: (a) flujo fuente,
(a) (b) y para (b) flujo de vortice.
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Flujo debido a un dipolo.

Considérese una fuente de fuerza m y un sumidero con fuerza —m localizados a una
pequeia distancia € del origen. En este caso, el potencial complejo es:

m m m 1+ £
F(z) = S—log(z+€) — 5—log(z — €) = 5 -log (1_§> (5. 65)
Z

Si £ es pequefio, log (1 + %) — £, por lo que:

m | & S mée
Pl = M8 (_E\] _me 5. 66
&= |- (-] -2 5. 66
. . M
Si lim me = wM, entonces F(z) = — (5. 67)
£—0,m—oo Z

que es el resultado de la superposicidn de fuente y sumidero fuertes separadas una distancia
muy pequeia. La funcién de corriente se puede calcular de acuerdo a la ecuacién 5. 50:
M M xX—1y y

F = — = et —_—_ = ] 1 :_M— 5.68
) z  x+iy x2+y? ¢ +iy porloque y 22 (. 68)

La ecuacién para y constante es x> + y> + A—V’,’ = 0, olo que es lo mismo:

2 2
M M
2
— | == 5. 69
rlay) = () .o
Que es la ecuacion de un circulo de radio % concentroeny = % La velocidad compleja
se calcula con las ecuaciones 5. 51y 5. 52:
W(z) = %—f = —IZ—VZI = —%e’z"e = —I%(COSG —isen®@) e % = (v, —ivg) e 1?
Los componentes del campo de velocidades son:
M M
Vv, = ——cos8, vg = ——senB. (5.70)

R? R?
Flujo alrededor de un cilindro.

Resulta de la superposiciéon de flujo rectilineo (ecuacién S. 85, ¢ = 0) y un dipolo
(ecuacién 5. 67):

F(z) =Vz+ % (5.71)
Si z= ae‘ie, entonces,
F(z) =Vae %+ Reo _ (Va + E) cos0 + i (Va — E) sen 6 (5.72)
a a a



Porlo que, y — (Va . E) sen (5.73)
a

Escogiendo 4 = V a?, entonces ¥ = Oen R = a, por lo que la ecuacién 5. 71 se reduce
a

2
F(z) =V (z + a?) (5.74)

En la figura 5.4 se exponen los flujos debido a un dipolo (a), y alrededor de un cilindro (b).

(a) (b)

Figura 5.4. Flujo potencial debido a un dipolo (a), y flujo potencial alrededor
de un cilindro (b).

5.2.2. Flujo potencial tridimensional.
Si un flujo posee rotacional nulo, V x u = 0, implica que la velocidad es derivable de un
potencial u = V &. La ecuacién de continuidad (V - 4 = 0) implica que V?® = 0.

En coordenadas esféricas, para flujos axisimétricos, la ecuacién de Laplace es:

19 <28¢)+ L <senea—"’):0 (5.75)

2ar\" ar r2sen® 96 or
La solucién de la ecuacion se puede dar por separacion de variables:
o(r,0)=R(r)T(0) (5.76)

Que substituyéndola en la ecuacién 5. 75 se obtiene:

10 (,0R\ 1 9 aT\
EE(f ﬁ) = ‘—Tseneﬁ<se”9ﬁ> =i+

Ambos miembros son iguales a una constante. La parte radial de la ecuacion es:

d (,dR -

Que sugiere una solucién de la forma R(r) = Kr%, con la cual la ecuacién 5. 77 se
transforma en:

oa(a+ 1)Kr*—1(l+1)Kr* =0 porloque o(l)=1y o2)=—-(+1).

La solucién es la combinacién lineal de ambas:  R;(r) = A; 4 Tll (5.78)
r
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La ecuacion para la parte angular es:
ﬁ% (sen@%) +I1(l+1)T =0
Que es la ecuacion de Legendre. Su solucion es:
T;(0) = C; P, (cosO) + D;Qjcos O (5.79)
ComoQj cos 0 es la funcién de Legendre de segunda clase, diverge para cos0 = + 1

para toda [, implicando que D; = 0. P;(cos 6) diverge igualmente, excepto que [ sea
entero. La solucion general es entonces:

- B
o(r,0) = ZZ%)PZ (cos ) (A, 4+ #) (5. 80)
P(x) = ﬁ dd—;, (x2 — l)l , X = cos 0 que son los polinomios de Legendre de orden /.

Los tres primeros son: Py(x) = 1, P (x) = xPy(x) = (3x* — 1).

Flujo uniforme.

Las soluciones de la ecuacion S. 80 para flujo uniforme se obtienen asignando los siguientes
valores: By = 0,A; = U paral = 1 yA; = Oparal # 1. Esto es, segtn la ecuacién 5. 80,

¢(r,0) =Urcos (5. 81)

Los componentes de la velocidad son:

d
vrzg—?:Ucose, Vg =

= —Usen® (5. 82)

La funcién de corriente correspondiente estd dada por la ecuacién 5. 15:

1 Jdy 1 dy
Ton0 00 UcosO, vg U sen ( )

v, = b o
" rsen® dr

De donde se encuentra y. La primera ecuacion nos da y = %U r’sen’® + f (r)yla
segunda ¥ = %U r*sen*@ + f(8), porlo que f(r) = £(8) = 0. El gasto volumétrico
es:

1
0 = /vrn,(rsene)rde = EUrzsenZG



Flujo fuente y sumidero.

En este caso, en la ecuacién 5. 80 tenemos: A; = 0, B; = Oparal # 0y B; = By para
Il =0,y Py(cos®) = 1. Luego entonces,

0(r.0) = (5.84)

-
dedonde v, = ——, vg =0 (5. 85)
El gasto volumétrico es:
27 T 1
0= //vrn,dS = / / — (rsen@)rd0d¢ = —4nB
o Jo r

-0

implica: =
Que implica:  ¢(r, 0) pp

(5. 86)

Flujo debido a un dipolo.

Este flujo se describe por superposicion de fuente y sumidero, haciendo tender la distancia
entre los dos a cero. A partir de la ecuacion 5. 86:

PTG ) e AR E—— <1— ! > (5. 87)

dnr  4m(r—38r) 4mr 1—9r

r

Origen Eje de Figura 5.5. Dipolo con magnitu-

des q y —q separados por una
distancia 6.

q dx -9 referencia

En la figura 5.5 se observa la construccién geométrica a partir de la cual se deducen las
siguientes expresiones:
(r—8r)* = r*sen®0 + (rcos® — 8x)> dedonde &r = Sxcosh ,

porlo que: ¢(r,0) = %m%cose
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Ahora, tendiendo el limite siguiente:
M 1
Iim ¢(r,0) = anr 6o 0 (5. 88)

g—roo, 0x—0 Trr

Los componentes de la velocidad son:

do M 1 dy
= = = — 0 = -t 5.89
Y ar 2723 " r2sen® 00 ( )
ao M 1 Jdy
_ - _ — T 5.90
"0 =00 4" rsen® dr ( )
Integrando la ecuacion 5. 89: y/(r, 0) = — 2L sen’ 6 + f(r).
Integrando la ecuacién 5. 90: y(r, 0) = — 4MW sen’0 + g(0).
Por lo tanto, g = f = 0. La funcién de corriente resulta en:
M
v(r,0) = ——sen’0 (5.91)

4rr

Flujo alrededor de una esfera.

La funcién de corriente por superposicion de flujo uniforme con flujo de dipolo es:

1 M
y(r,0) = 5 Ur’sen’6 — P sen’ 0 (5.92)

r

Definiendo la superficie que corresponde a v = 0, tenemos que:

1
L2 2 M- _ (MY
0= EUrosen 0—msen 0, de donde rp = (27‘EU

Entonces,sia=rg, M=2 1 Uad®:

1 a
y(r,0) = _EU (r2 - —) sen” 0 (5.93)
r

Y el potencial es:

2nU 1d®
o(r,0) =UrcosO + 172 cos® =U (r + Er_2> cos 0 (5.94)

Los componentes del campo de velocidades son:

p) 3 3
vr:—(p:UcosQ—a—UcosG:U 1_a_ cos0
ar r3 r3
do U a? 1d?
e = — —_— — = — 1 _— .
Vo 30 U sen@ > r3sen9 U{ —|—2r3]sen9 (5.95)
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5.3. Capa Limite.

La figura 5.6 expone la capa sélida en contacto con el fluido que se desplaza en direccion
+x.

Figura 5.6. Capa de fluido
N " " de grosor 0 en contacto con
una superficie solida.

Las ecuaciones de la capa limite se pueden derivar de las ecuaciones de Navier-Stokes
(N-S) llevando a cabo un procedimiento limite cuando el nimero de Reynolds es muy
grande. La formulacién sigue aquella derivada por Prandtl. Dentro de la capa limite las

magnitudes de las variables siguen el siguiente orden: vy ~ U, vy ~ U LI RPN NN %

X’ dx x’ a_y
En un flujo bidimensional, las ecuaciones de N-S son:

0 vy dvy 1dp %v, 9%y,
Vxxﬁ-vya—y—_l—)a"_\)(ﬁ‘i_a_yz) (5'96)
8vy+ dvy 1 dp azvy_i_&zvy (5. 97)
ey W dy  pdy "\ 92 0y? |
Tomando en cuenta los 6rdenes de magnitud indicados:
v? U? 1dp Uu U
- 7:_53 V(F—Fﬁ) (5.98)
SU* S8U? 1dp SU U
x—2+x—2:—58—y+v<x—3+ﬁ> (5.99)

Uz

U U U . 2 x
Como 2 < 52, entonces ==~V sy (son del mismo orden), por lo que 6~ ~ v i

Por lo tanto, el grosor de la capa limite crece con 1/x. Comparando términos en la ecuacion
5.99:

2 o 2 o
‘Sx—g] ~V xU_é’ que implica que i—z ~V % que a su vez implica que Re > 1.

Las ecuaciones 5. 96 y 5. 97 pueden ser aproximadas de la siguiente forma:

AT dvy  1dp 9% v,
Wax TV ey T Tpax Y (a—yz) 5100
1dp
0= __-9P 5.101
pdy ( :
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AL (5.102)

Iv | IV
dx dy

junto con la ecuacién de continuidad
El flujo lejos de la capa limite es flujo potencial, que se describe por la ecuacién de

Bernoulli: 1
p + _U2 = constante
p 2
10 dU 9?7
- ai’ Ur=— R +v ayvzx ., por lo que la ecuacion 5. 100 se reduce a
dve | dve _ dU 9w,
Ivx OV _ 4V 9T 5.103
Y ox T dy dx " dy? ( )
(5.104)

Vi (X, y = 00) = U (x)

Con condiciones de frontera
= O,

v (5,0) =0, v,(x,0)

Solucion de Blasius (exacta)
En este caso U es constante. Las ecuaciones a resolver son

dvy  dvy
gx Ty =0

2%v,

8 Vy . d vy
=V
ox T y dy?
Estas ecuaciones pueden reducirse a una sola ecuacién por medio de la funcién de corriente

que satisface la ecuacion de continuidad
de tal forma que las anteriores ecuaciones se transforman en

AT
Vy = a Vy— 8x7
dy I’y Jdydry\ Iy
(9y dxdy Ox 8y2) =V 92 (5.105)
2 talquen = —e=  (5.106)
T

La propuesta de solucion: y (x,y) ~ f(n), N ~ = 7
x

El componente de la velocidad queda expresado en términos de la variable 11 y sus

derivadas.
_9v _ llﬁ_ﬂf U
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Esto sugiere que ¥ = v/vU x f(n), porque v, = %—Z’ =VWwUxf'\/& = fU

Como 41 = — 1L entonces:
v m—+fm( 1/2)
T () 3 e
e T AL

1
Substituyendo en la ecuacion 5. 105 se obtiene: "+ 3 ff'=0

f/(rl —o0) =1
La funcién de corriente se obtiene de:
y
— U U
vuxf (\/ﬁ )

Calculo del esfuerzo:

vy 02 U3
W) = u 5 (x,0) = u%(x, 0) = uy/ — £ (0)

B (x) _ 2/"(0)
IpU*  VRe

El coeficiente de friccion:

donde f”(0) = 0.332

La fuerza de arrastre:

£)dE = u[f” 0) [ & dE = 24" O\ upxv?

F(x) "
4f7(0
El coeficiente de arrastre: Cp = 5 = 1"00)
sz v Re

(5.107)

(5.108)

(5.109)

(5. 110)

(5.111)

(5.112)

(5.113)
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Soluciones aproximadas

A partir de la integral de momentum (ver deduccion en el Apéndice B) es posible obtener
soluciones para la capa limite de la placa plana:

AT

T():‘LL

= — / pvy (U — (5.114)

y=0

Se analizaran dos casos, proponiendo varias distribuciones de velocidad. La primera es:

a) Perfil de velocidades

Vx y y 2
U~ +a (5) ,taz (5> (5.115)
con condiciones de frontera:

v,

ve(x,0) =0, v,(x,0) =U, 8

(x,8) = (5.116)

Substituyendo las condiciones 5.116 en la ecuacién 5.115 obtenemos:

2
a0 =0 a1 =2, a = —1. Luego:g —2 (%) . (%) (5.117)

La ecuacion 5.114 involucra la siguiente integral

0 Sy 5 /2y P 2y )P
_ _ 2 ) gy = 02 &y A
/0 v (U —=vy)dy=U /0 U (1 U>d U /0 (5 52) (1 5 + 52>dy

1
= 6U2/ 2n —n?) (1 —2n +n?)dn = %3U2 (5.118)
0
vy 2 U
o= H ay _‘uU H y=0_2‘u§

Substituyendo esta expresion en la ecuaciéon 5.114 obtenemos:

d ) U . v .

. 3 U ) = 2“3 lo que implica que 6dd = 15 g con condicién de frontera en
X

6|ly—o = 0. Integrando:

o 5.48
0= \/%, / ‘Z]—x ) que implica que = (5.119)

= |
5
Q

128



El esfuerzo resulta en:

To(x) 2uU 2 0.73
U2~ 8 pUT VRe

b) Nuevo perfil de velocidades.

v -3(5)-3(3)

En este caso se obtiene:

3 U d(39
TO_Z“B_dx<280pU5)

0 4.64
Se obtiene el grosor de lacapa & = 4.64 i y luego: — =
V' U x +/Re
To(x)  3uU 2 U J/Re — 0.646
lpu2 28 pU2_464pUx VRe

(5. 120)

(5.121)

(5.122)

(5.123)

(5.124)

El cual es mas cercano al valor exacto de 0.664. En este caso, la fuerza de friccion

(arrastre) es:

_ _ L S 3 _ 3
F, 2/ Todx = 22 uU/ dx = 2464\/upxU 1.293y/upxU3  (5.125)
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Apéndice A.

1. Flujo potencial alrededor de un cilindro. Célculo del campo de velocidades en la
superficie del cilindro y el campo de presiones.

A partir de la velocidad compleja W (z) = %—5 endonde F(z) =V (Z + “72) (ver

ecuacion 5. 74), tenemos que W(z) =V (l - ;‘—j) =V (1 - ;‘e—ie(_2i9)> = vy —
vy .

Luego: W(z) =V — V;—i (cos20 — isen20)
2
V=V [1 — %00529}
)
vy=-V [ﬁ sen20} (A-1)

En la superficie del cilindro:

v =+ v§ % [(1 — c0s20)* + (5en260)* | = 4V?%sen’ 6 (A-2)

El campo de presiones podemos calcularlo a partir de la ecuacién de Bernoulli:

1 1
Epv2+p=§pvz+poo (A-3)

1
P — Poo = Esz (1- 4sen® 0) (A-4)

2. Flujo alrededor de una esfera.

A partir de las ecuaciones 5. 95, calculamos la velocidad en la superficie de la esfera:

2
v =vg =U> (%) sen” 6 (A-5)

Por la ecuacion A-3, tenemos:

1 1 1
p—pm:EpUz—Ep (%Uzsenze) :szZ {1—§sen20} (A-6)
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Apéndice B.

La integral de momentum.

A partir de la ecuacion de continuidad:

dvy  dvy
2t 3y =0 (B-1)

y de la ecuacién de movimiento:

=V (B-2)

Con la equivalencia siguiente:

v _ 9 ow

Vx dx  dx — W 0x

Substituyendo en la ecuacion B-2:

ovi |, 9ve | O Oy
ax Y ox Vyay_ dy?

Substituyendo en el segundo término la ecuacién B-1:

dv2 avy vy 0% v, .
5x + vy 7y + vy oy =V 92 que es equivalente a:

V2 N d (vxvy) vy

=V B-3
dx dy dy? (B-3)
sujeta a las condiciones:
dvy(x,0) To
d,0) =0 d,é)=U — == B-4
v.x( ) ) ) v_x( Y ) ) v ay p ( )
Aplicando B-4 a B-3 se obtiene:
5 8v2 T0
/0 8; dy +vevy = 5 (B-5)

A partir de la ecuacién B-1 obtenemos:

9
vy (x,0) = — /0 8‘;: dy que se puede substituir en B-5 para obtener:
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58\/
0

6 8vx ‘L'()
P

Aplicando la regla de Leibnitz:

d8 d [9 do T

2 2 2 0

wdy — U™ — U— dy—U — B-
dx / ( dx /o e dX) p B0
d

a/ y__/ Uvedy = —— por lo tanto:

d 6

dx/o vx(U_vx)dy:% 5.114
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Capitulo 6

Transporte Interfacial de Momentum

Este capitulo consta de 3 partes: calculo de coeficientes de friccion en tuberias, en cuerpos
sumergidos y en medio poroso. El concepto fundamental es la fuerza de friccién que ejerce
el fluido sobre la superficie s6lida. Esta fuerza puede descomponerse en aquella asociada
al fluido en reposo y la asociada al fluido en movimiento. Esta dltima es proporcional a la
energia cinética del fluido y al drea caracteristica.

6.1. Coeficiente de Friccion en Tuberias.

En este caso la fuerza de friccién es:

F = (% p(v)2> (27RL) f ©.1)

La constante de proporcionalidad es f, el coeficiente de friccién o factor de
friccion. En tuberias, la fuerza F estd dada por:

F = nR*Ap (6.2)

TR’A ApR/2 T
porloque f = P = PR/t = u (6.3)

) (007) ~ (bo0r) (o)

donde 7, es el esfuerzo en la pared (ecuacion 3.69). La velocidad promedio en un tubo
_ ApR?

(ver ecuacion 3.73) para un fluido Newtoniano en régimen laminar es: (v) = 3 i Luego,
el factor de friccion sigue la siguiente expresion:
Fo ApR/aL <ApR2> 8w 16 (6.4)
Cp) \8uL) = p(IR ~ R
p(v)D (6.5)

donde el numero de Reynoldses: R, =
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La ecuacién 6. 3 describe al factor de friccién f como la relacion entre la energia disipada
por friccién por unidad de volumen entre la energia cinética del fluido, mientras que el
nimero de Reynolds R, representa la relacion entre las fuerzas de inercia con respecto a
las fuerzas viscosas. Conceptualmente, el producto f R, es una constante.

En flujo turbulento, la relacion entre f'y R, no es lineal, siendo funcién de la rugosidad de
la pared del tubo (%) donde & es el coeficiente de rugosidad. En tubos rectos, la transicion

entre flujo laminar y turbulento se ubica en R, ~ 2100. La variacién del factor de friccién
con el niimero de Reynolds se encuentra en la Figura 6.1.

En ella, es posible observar la zona de flujo laminar a R, < 2100, en donde log( f)versuslog(R,)
tiene pendiente de —1 y ordenada al origen (x = logl =0, y = log16). Existe una expre-

sién analitica para tubo liso, que es f = %. En la zona de flujo turbulento, el factor de
Re

friccién, ademds de ser funcién de R,, es funcion de la rugosidad %.

o
g =

o ©O
- n
1

0.05

0.02 -

Turbulento

0.01 4

———— k/D = 0.004

————
-

Factor de friccién f

0.005 ] e ) e

0.002 -

oo e S B I S BN IS S
102 103 104 10° 10°® 107
Ndmero de Reynolds Re=D<v> p/u

Figura 6.1. Factor de friccion versus niimero de Reynolds.
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A partir de esta grafica, es posible resolver dos tipos de problemas:

a. Problema directo: Si se conoce el nimero de Reynolds, entonces es posible obtener
f de la Figura 6.1 y utilizar la ecuacion 6. 3 para obtener la caida de presion Ap.

b. Problema inverso: No se conoce la velocidad del fluido v (o R, ) y es necesario encon-
trar el flujo volumétrico Q a partir de Ap. Existen dos métodos para su resolucion:

1 1
D Ap®N\?* Dp (ApD\?
Método A. Puesto que el producto R, \/f = <;> p ( f >L2> = Tp (2;1:—L>
p (v
(6. 6)

es independiente de la velocidad v, se construye una grafica de R, +/f versusR, (Figura
6.2).

A partir de ella, dado un valor conocido del producto R, +/f, esta gréfica proporciona el
nimero de Reynolds R, a un valor dado de %.

10° "
,-*p=0.004
’
Al
104 '7 so
<
,I
Q ,”
o
103
yd
- /
Figura 6.2. Producto Re\/ f wversus
10 numero  de  Reynolds  para
102 10° 10* 10° 10°

R valores distintos de rugosidad.
e

u 2pL

1
Método B. Se grafica la ecuacion 6. 6. SiC = bp (AP—D) ’ , entonces [og (Re \/]_‘) =logC
que implica que log f = log?2 logC — 2 logR,. Esta es una linea recta con pendiente —2 y

ordenada log C?. La interseccién con la curva de log f versus log R, a un valor de rugosidad
1% dado, permite conocer el niimero de Reynolds requerido.
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Ejemplos.

a. Problema directo.
Se calculard la caida de presion por unidad de longitud de la dietilanilina (a 20 °C,
su viscosidad y densidad son g = 1,95¢p, p = 0,935g/cm?) en un tubo liso de
didmetro de 3¢m y con un flujo mésico de 1,028 g/s.

Solucion.

El gasto mésico es w = p (v) S. El niimero de Reynolds R, = 202 — (%) _

u u
4wD 4w
Dy~ 7wDhu
R, = % = 2,24 x 10*. De la relacién para tubo liso f = (I)e?f obtenemos
f = 0,0063.

Por lo tanto, AL—” = % (%p <v>2) f = 95 dinas/cm?.

b. Problema inverso.
Determinar el flujo mdsico de agua a 68 °C en un tubo (L = 1000 ft, D = 0,665 f1).
Su viscosidad y densidad son 6,93 x 10~* Ibm/ ft sy 62,4 Ibm/ ft, respectivamente,
con una caida de presion de 3 psi. La rugosidad es de % =23x107%

Solucion.
1

Primero se calcula R, /f,= % (%5—?) ’ = 1,63 % 10*
Ibm ft

_ 21 in? 32, 2 o 4
Ap =315 (144#) ( - ) — 1,39 x 10

Ambos métodos, ay b dan R, = 2.4 x 10°.

El gasto mdsicoes w = =32x10° Ibm/hr

ReruD _ % (2:4x10°)(0,665)(6,93x10*) Ibm (ft)
4 = (ft)s

6.2. Factores de Friccion en Cuerpos Sumergidos.
Esferas.

La fuerza de friccidn en este caso es:

—_ (1 2 2
F=(Cp()?) RD)f 6.7)
La determinacion de F para cualquier fluido debe considerar la ley de Newton en una
direccion:
d 1
ms 2= meg —mg — f(wR?) (5 pv?) (6.8)
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myg es la fuerza de flotacion, m es la masa desplazada de fluido, m; es la masa de la esfera y
v es la velocidad de la esfera. A tiempos largos, % — 0y v >V, donde vy es la velocidad

terminal de la esfera. De la ecuacidn 6.8 se obtiene:

4
f=memy 2(m7)0 psp _ 4Dg psp (6.9)
nRz(%pvgo) mR2v:  p 3v:d p
En flujo laminar, la Ley de Stokes (ecuacion 5.40) es F = 6muRv (6.10)

6murR v, 12y 24
- — = Z=
mR2(;pv&) PRy,  Re

Por la ecuacion 6.7 se obtiene f = (6.11)

Substituyendo f'de la ecuacion 6.9 en la ecuacion 6.8 obtenemos:

d (ms—m) 2
m; 2= (ms = m)g — (TR) (2pv?) Lﬂ;’;) — )] = (m; —m)g = (ms = m)g
2PVoo ®

do_memm (g P\ L=P (12 2 _ 4Dgpsp
g(1 vgo)‘ g (1 v2) donde v = 370> (6.12)

dt mg Ps 0

Al igual que en el caso de las tuberias, se puede construir una grafica del factor de friccion a
partir de las ecuaciones 6.9 y 6.10 en funcion de Re = p v, D/u. La figura 6.3 muestra que la
zona de flujo laminar se encuentra a Re < 1, en donde la pendiente es -1 e intercepta a la
ordenada en log (24) (ver ecuacion 6.11). A muy elevados nimeros de Re, el factor
de friccion alcanza una zona asintdtica con valor de 0.44. En la figura 6.3 se expone la
grafica del factor de friccion en funcion del nimero de Reynolds para esferas.

10*
5
2 N :
10° 4
Y 5 \
5 2 N
Q 102 :
9 i
& 5 :
)
T 2 “\Li
% 10! : ‘\
+— HIEER
O 5 ‘ A
uc_’ Asintota =22 7 ‘\\
2 Re . \
: f= 044 .
10° i 15 / \\ Figura 6.3. Factor de
5 T R ‘\’“n., y H . . .
T : N friccion (f) en funcion
2 <——‘Ley dT S'r‘ockzs‘ : l‘_ey in“rern‘\ec}ia i ‘Ley‘de N‘ewfjn : e del numero de ReynOZdS
10! ; . : .
1092 51022 51012 51002 5102 51022 51092 510°2 51052 510¢ (Re) para el  flujo
Nimero de Reynolds Re=Dv_p/pn alrededor de esferas.
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Para alcanzar nimeros de Re grandes, es necesario que ps >> p. En este caso, la ecuacion
6.12 se reduce a:

dv v?
T=g(1-%) (6.13)
2 — 209 ps (6.14)
3044 p
v 1
La ecuacion 6.13 se puede integrar: f 1 7z dv=gt
0 g

El resultado de la integracion es: v, tanh‘l(vi) =gt

— — tanh (i_t) (6.15)

(e e]

La distancia recorrida se obtiene de integrar el perfil de velocidades:

% = v, tanh (%) integrando:
t gt v gt
Z = v, [ tanh (E) dt = ?ln [cosh (E)] (6.16)

Las regiones asintoticas son las siguientes:

A tiempos cortos (¢ — 0) las ecuaciones 6.15 y 6.16 tienden a:

1g tz] vZ 1g tz]
= 2| =

v - gt, Z—>—ln[1+

A tiempos largos (t—) las ecuaciones 6.15 y 6.16 tienden a:

2
v% gt
Vo Z—>——g = Uyt
[oel) gU
o0

A tiempos cortos se obtiene la expresion de caida libre (la velocidad de la esfera varia
linealmente con el tiempo) y a tiempos largos, la velocidad tiende a una constante v,

Si se observa la ecuacion 6.9, que es la definicion general del factor de friccion, existen dos
problemas inversos: el primero, en el cual se obtiene una expresion independiente de v, y

la segunda, que es independiente del didmetro de la esfera D. Estas son, respectivamente:

fRS=C f/Re = C;

Ejemplo.

Esferas con una densidad de ps = 2.62 g/cm® sedimentan en CCly, el cual a la temperatura
normal tiene una densidad de 1.59 g/cm® y viscosidad de 9.6 x 10 poises. La velocidad

terminal es de 65 cm/s. ;Cual es su diametro?



El producto del factor de friccion con el nimero de Reynolds que es independiente del
diametroes f/R, = C,. Esto es:

4 gU pPs-p
f/Re = 3 pv,

Log (f) = log (Re) + log (C>)

=(C,=1.86x107.

Log (f) en funcién de log (Re) describe una recta con pendiente 1. Para Re = 10°, = 1.86.
Punto y pendiente generan una recta que intersecta a la grafica de la figura 6.3 a un valor
de Re =24 x 10*y f=0.44. Esto es Re = (0.44/1.86) x 10° = 2.4 x 10*. Despejando el
didmetro obtenemos D = 2.2 cm.

6. 3. Factores de Friccion en Medios Porosos.

Analogamente al caso de las tuberias, se define el factor de friccion en medios porosos sujetos
a flujo laminar de la siguiente forma:

__ APRp/2L

I =Ty

L es lalongitud de la zona empacada, Rp es el radio efectivo de la particula 'y vy es la velocidad
superficial, definida como: vo = w/p S. w = gasto masico.

(6.17)

La porosidad es la fraccion hueca del medio poroso, y se define de la siguiente forma:

volumen de huecos

€= . . El volumen del medio poroso es el volumen de un tubo
volumen del medio poroso

recto ocupado por el medio poroso m R’L. La velocidad superficial vy es la velocidad del
fluido en los huecos. Esto es:

2
vy = (v)e, donde (v) = AZP—;L" (6.18)

El radio hidraulico R/ se define con base a la porosidad y a la superficie de las particulas del

. . superficie externa de las particulas
medio normalizada (a): a = ! _ (6.19)
volumen del medio

volumen del flujo

. — volumen del medio —
Por lo tanto: Rh ~  superficie de las particulas E/a (6'20)

volumen del medio

El célculo de a se realiza con base a la caracterizacion de la superficie externa de las
particulas normalizada:

2
__superficie externa de las particulas _ ATRp 3 6 (6 21)

v volumen de las particulas (4/3)1IR2 - Rp Dy

Luego entonces: a = a,(1 —€) = Di (1 — € ). Substituyendo en (6.20) obtenemos:
P
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Rp =)= (6.22)

A partir de las ecuaciones 6.18 y 6.22 obtenemos:

APR} AP D} €3
0= € = —_ >
2uL 2ulL 36 (1—€)

(1-€)?
3 (e <05, Re= < 10) (6.23)

AP
—= 150% (1 .
14

Goesel flux demasa (Go=vop)y Re = P05 _ o5 el ntimero de Reynolds del medio poroso.

pn(1- )

Esta es la ecuacion de Blake-Kozeni, donde el coeficiente de 150 se ajusta mejor a los datos
experimentales. Substituyendo la ecuaciéon 6.23 en la 6.17 obtenemos el factor de
friccion en el régimen laminar:

p (1-€)?

f=75 (6.24)

Flujo turbulento.

En este caso el factor de friccion f'es constante = fj valido a Re >1000. A partir de la ecuacion
6.17 adaptada para este régimen:

f __AQQ&

07 (o)

AP_lf 2 6 1—€ f 21 €

T_ER_(;p(v)Z Zezp 0p,c =3 Opvo e3 (6.25)

Los experimentos muestran que 3fp = 1.75. La ecuacion 6.25 es la ecuacion de
Burke-Plummer.

Region de transicion

Sumando las caidas de presion de las ecuaciones 6.23 y 6.25 obtenemos:

AP uvy (1—€)? 1 2 1-€

En cantidades adimensionales:

APpDp € _ e qr0=e)

G2 L1-e ISOE + 1.75 (6.27)

que es la ecuacion de Ergun. Cuando Go es pequeno, obtenemos la ecuacion de Blake-
Kozeni, mientras, si Go es grande, obtenemos la ecuacion de Burke-Plummer. En la
figura 6.4 se expone la grafica que agrupa a las ecuaciones que rigen en el régimen laminar

Y {whadsne: ( =2 DL” 163 ) se grafica en funcion de la abscisa Re = (;’foe).

La ecuacion 6.27 puede ser expresada como y = 150(z,) + 1.75 0 sea, cuando Re—0
(régimen laminar) obtenemos:



Log (y) = -log Re + log (150), que es una linea recta con pendiente -1 y ordenada log (150).
Cuando Re—, y—1.75. En este caso se tiende a un valor constante.

2 T T
T T T T ]
| * Burke y Plummer 1
[ a Ergun
100 - 1 T & Marcom —
: 5 - I I = —_| [ o Omany Watson =
M, 1 1
6 o i
o 8.‘
‘ K“ﬁ !
3
ol ¥ A%
- - |
= : | |
Q“-E"' o &
== N
|, 10 O_X.L] i
avs
4 8 & — ]
— E— 000_ !
[+ - - . N "
o N
2 % [T Ecuacién de E
4 _‘6_; ~ A Jﬂcmn [ r'gun
| 5’* & a
3 [ SEoka
| Wk, >
a E 4 =
2 N i XX o
2 § SRR L x i
| ‘ | Ecuacién de Burke-Plummer 4 S
: L | | L[] l
1 2 3 4 56 8 2 3 04 56 B 2 3 4 56 803 2 3 4

=)

. 14 3
Figura 6.4. Grafica de y (y = AGLZP %f—_e) en funcion del numero de Reynolds (Re =
0

DyGo
u(1-e)

).

En el caso de gases ideales, en donde p = %VI, la ecuacién 6.26 se transforma en :

R
dp 1wGo (1 —e)? G2 (1 —¢)
M/POpdpM[PZPQ] = 150u@ﬂ+175a—(23u L (6.29)
RT Jp, 2RT V0 TF D2 & " Dp €
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Tarea 7

1.- Problema 6A.2 Bird et al. Diferencia de presion requerida para el flujo en un tubo con
cambio de elevacion (Ver figura 6.5).

Agua a 68° F (viscosidad = 1.002 cp. y densidad = 0.9982 g/ml) se bombea a través de un
tubo de 95 ft de longitud y 3 in de didmetro (didmetro interno de 3.068 in) a un recipiente
que estd a una altura determinada.

(Cuadl es la presion requerida a la salida de la bomba para bombear 18 gal/min?

Figura 6.5. Sistema de
flujo de tuberias

Respuesta: 15.2 psig.

2.- Problema 6A.3 Bird et al. Determinacion de flujo para una presion determinada.
. Cuantos galones por hora de agua a 68° F se pueden bombear a través de un tubo liso de

1320 ft de longitud y 6 in de diametro interno, bajo una diferencia de presion de 0.25 psi?

Respuesta: 68 gal /min.

3.- Problema 6A.4 Bird et al. Movimiento de una esfera en un liquido.

Una esfera hueca de 5 mm de didmetro con masa de 0.05 g se sedimenta en una columna de
liquido y alcanza una velocidad terminal de 0.5 cm/s. La densidad del liquido es de 0.9 g/
cm® y la aceleracion gravitacional es de 980.7 cm/s.

a)- Calcular la fuerza de arrastre sobre la esfera en dinas.
b)- Calcular el factor de friccion.

¢)- Determinar la viscosidad del liquido.

Respuestas.
a)- 8.7 dinas.
b)- f = 396.
C)- 3.7 poises.



Tarea 8

1.- Problema 6A.6, Bird et al. Calculo de la fraccion hueca de una columna empacada.

Un tubo de 146 in? de seccion transversal y 73 in de altura se empaca con particulas
esféricas de 2mm de diametro. Cuando la diferencia de presiones se mantiene a 158 psi en
la columna, una solucion de sacarosa al 60% fluye a través del lecho empacado a 244
Ib/min. A esta temperatura, la viscosidad de la solucion es 56.5 cp y su densidad es 1.2865
g/em?. ;Cual es la fraccion hueca del lecho?

Respuesta: 0.30.

2.- Problema 6A.9, Bird et al. Flujo de gas a través de una columna empacada.

Un tubo horizontal de 4 in de diametro y 5.5 ft de longitud se empaca con esferas de vidrio
de 1/16 in de didmetro, y su fraccion hueca es de 0.41. Didxido de carbono se bombea a
través del tubo a 300K, y su viscosidad a esa temperatura es de 1.495 x 10 g/cm s.
(Cuadl serd el flujo masico a través de la columna cuando las presiones de entrada y salida
son 25 y 3 atm, respectivamente?

Respuesta: 480 g/s.
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dmeor

Capitulo 7

Balances Integrales

En este capitulo se analizan los 3 balances integrales con ejemplos précticos de ingenieria:
masa, momentum y energia.

7.1. Balance Integral de Masa.

Partimos de la integracion del balance diferencial de masa en un volumen V:

dp . _
4 tP(V-»)=0

%fﬂ pdV = _fffP(V'Z)dV = —fjp(z'n)dS = p1 (V1)S1 — p2(V2)S, = —Aw

En donde se ha utilizado el teorema de la divergencia y donde el flujo masico es w = p(v)S.

Los limites de la integral son la entrada al sistema (1) y la salida del sistema (2). En términos
de la masa total, podemos expresar el balance de masa de la siguiente forma:

ot — —Aw (7.1)

7. 2. Balance Integral de Momentum.

Integrando el balance diferencial de momentum: p Z—f =-Vp+V-1+pg (7.2)

[fpSEaVv =—[l[VpdV + [[fV-zaV + [[f p gaV



Por la ecuacion 2.24, tenemos que [[[ p % v = % [f] pvdV, y aplicando el teorema de
Reynolds:

%fff pvdV = fff%pg av + fff pv (v-n)dS que se sustituye en la ecuacion 7.2:

(I pvdv + [[7 py(v-n)ds = [[[ vpav + [[[ V- zdV + [[f p gdv

Definiendo el cambio del momentum total con respecto al tiempo y aplicando el teorema de
la divergencia al término de la presion obtenemos:

= Proc = =[] pv(v-n)dS = [/ pndS + Fr + mepeg  donde  Fp = [[[V-7dV es la

fuerza de friccion.

Efectuando las integrales de superficie, e introduciendo el vector unitario en la direccion i:

d

Egtot = (P1(V12)51 - P2<V§)Sz)ﬂ + (p1S1 — D2S2) 6L + Fr + Meotg

A régimen permanente:

Fr=—A(p{v*)S + pS)8i + Mo g (7.3)

7. 3. Balance Integral de Energia Mecanica.

(A régimen permanente y para liquidos incompresibles).

A régimen permanente, la ecuacion 7.2 se reduce a:

pv-Vv=-Vp+V-7—pVd donde g =—V® (por ser campo conservativo
derivable de un potencial). El producto punto de la velocidad con cada término resulta en:
pr- (v Vv)=-v-Vp+v-V-1—-pv-VoP (7.4)

Cada término puede ser expresado de la siguiente forma

py-(z-V2)=2-V(%pv2)

. (V . g) =V- (g . y) - (g: Vg) Substituyendo en la ecuacion 7.4 obtenemos:

I

I

()= a7 0 (e2) - (e92) o 70

Integrando en el volumen V:

0=[[v-7(Gpv?)av+ (v vpav —[[f[7-(z v) = (u:vy)|aV + [[] (ov - 7&)aV
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Definiendo a E;, como la energia disipada por friccion:

E,=—[ff [‘7 ' (g ' E) - (g ‘72)] av obtenemos:

0=[][v-7(Gpv?)aV + [[[v-VpdV +E, + [[[ (o - V)dV (7.5)
Aplicando el teorema de la divergencia:

0=[f;>pv?(v-n)ds + [[ p(v - n)dS + E, + [[] p®(v - n)dS

Efectuando las integrales:

0= 43 (p(v*)$) + Ap(v)S) + E, + Ap®(v)S)

Dividiendo la ecuacion entre el flujo masico p(v)S:

0=;8(2) +a(Q)+E +20 =g (7.6)

Considerando el trabajo producido sobre el fluido por las fronteras del sistema

B[+ 2) ot -+ 9

La ecuacion 7.7 es la ecuacion de Bernoulli. Para resolver problemas especificos es necesario

calcular la energia disipada por pérdida viscosa irreversible de energia.

Tramos rectos.

Considérese un flujo estacionario isotérmico a través de un tubo recto vertical de longitud L
y didmetro D. La entrada (1) esta en la parte inferior del tubo y la salida en su parte superior

(2). En este caso, los balances integrales respectivos son:

Masa.

Aw =0 que implica que p;{v1)S; = p2{v,)S,. Puesto que las densidades son iguales
y S es constante, entonces (V1) = (vy).

Momentum.

Enla direcciony:  Fr = A(pS) + mg = SAp + pSLg
Energia mecanica.

0=a(8)+Lg+Ev

Comparando estas ecuaciones, obtenemos: E,, = —



La fuerza de friccion en tubo esta dada por la ecuacion 6.1:
Fr = (2nRL) (%p(v)z)f Luego entonces:

A _ Fp_ @ERUGPMADS _ 1w?Lf _ )2 _
Ey=l=ri——= 2t =""e,  Ri=RR2 (7.8)

ev = (L/Rn) f es el factor de pérdidas por friccion. En el caso de accesorios (valvulas,
contracciones, expansiones, codos, etc.) ey tiene valores de acuerdo a la geometria (ver

siguiente tabla). Tramos no rectos. Valores de éy.
Contracciones 0.45(1-5)
Expansiones BL-1)7

Region de entrada de tubos  0.05
Codos 0.3-1.9
Valvulas 6-10

Para incluir la contribucion de tramos rectos y no rectos, la ecuacion 7.7 se modifica:

3 Y 2 i .
A[(24) 4 (2) + gh] = W - Sy — 51, ()2, ) (7.9)
En flyjo turbulento %3)) = (v)? (7.10)

7.4. Sistemas de Flujo.

7.4.1. Tuberias de seccion constante.

Potencia de la bomba.

Balance de masa: (v,) = (v,)
La fuerza de friccion es pequeia, por lo que solamente se considera el balance de energia.

4p

W —_—
p(v)s — p
Porloque W=QAp (7.11)

. ~ A
De la ecuacion 7.7 obtenemos: W ==2 . Luego
p

En unidades ¢ g s, Potencia = (dinas/cm?)(cm?/s) = dinas cm/s = erg/s
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Curva de la tuberia y curva de la bomba.

En un sistema de tuberias de seccion constante la ecuacion 7.7 se reduce a:

P 1(YLf _ . .
A [(;) + gh] + T 0 Despejando f:
AP
=R AP A
f= GRn , donde i 7p + gAh (7.12)

Qw2

Es posible construir una grafica de caida de presion en funcion del gasto volumétrico a
partir de la figura 6.1. El factor de friccion y el nimero de Reynolds estan dados por:

DG
= L2 R, = D
f Do) e =p(W)D/u
El producto f Re? es independiente de (v):
AP, R
)G (p(v)D)? 1 D3p p(v)D 4p
2 _ 1% _ 2P _ _ — (AP N\ _
fRZ = Do 1 = (G )P =CidP, R =" (nD# )Q =C0Q

C1y Cz dependen de p, u, L y D. La figura 7.1 muestra la grafica de AP en funcion de Q.

Esto es, de fR2?/C; en funciéon de R,/C, en grafica log-log. Esta curva es la curva de la
tuberia. La curva de la bomba es una recta (log AP = log W - log Q) de pendiente -1 y
ordenada log W. La interseccion con la curva de la tuberia nos describe el punto de operacion,
a partir del cual encontramos la presion de entrega de la bomba y el gasto volumtrico de la
tuberia.

CAP=f ReZA

l Figura 7.1. Curva de
operacion de la tuberia

_ y curva de operacion
CzQ = Re de la bomba.



Ejemplo.

Se requiere calcular la potencia de la bomba a régimen permanente del sistema de la figura
7.2. Agua a 68° F (p = 62.4 Ibm/ft’, u =1 cp = 6.72 x 10 Ibm/ft s). El gasto es de 12 ft*/
min. El didmetro de la tuberia es de 4 in y el tubo es de paredes lisas. Datos de ey :
contraccion: 0.45, expansion: 1, codos: 0.5.

Soluciodn.

Balance de masa. La densidad y seccion de la tuberia son constantes, entonces (v;) = (vy).

Balance de energia. A partir de la ecuacion 7.9, considerando que no hay cambios de energia
cintica ni cambio de presion (los puntos 1 y 2 estan sobre la superficie de los tanques):

W)Lf 1 .
ghh =W — T74[5 ”Rh Ji = X[ ()2, i

2v2f

Pérdidas por friccidn entramos rectos: Y. L;. (Abreviando <v>? = v?)
El factor de friccion se evalta a partir del nimero de Reynolds:

R, =2WP 200 _ MW _ 719 x10*  Para tubo liso f = 0.0049.

u nDu Dy
w 12/60
= — = =23 ft
v pS /36 ft/s
. 2
B, = 2(2.3) (0 0049) (545) — g5 ft

5
Pérdidas por friccion en tramos no rectos:
~ v2 v? ft?
E, = 7Zievi = ?(0.45 +3(0.5)+1) = 85—2
Energia potencial: gAh = (32. 2L )(105 —20)ft = 2740~ ft El trabajo de la bomba es:

_ ft?
w =2740+85+8=2833—2
S

—_— 2 —_—
Las siguientes equivalencias son necesarias: 1lbft = 32.2 lbm%2 1HP = 550Ibft/s

El flujo masicoes: wW=Q p=12.5lbm/s.

R oo [ 1Bft _
La potencia por unidad de flujo mésico puede ser calculada: W = 2833 (}lz) ( ”’TQ =gg 1L/t
322 \s ft2 lbm
52
1lbft
La potencia total es: W= W w = (12.5)(88) —— = 2 HP

Otra forma de resolver el problema es a través de la figura 7.1. a un gasto dado, para
tubo liso. Conociendo las constantes C1 y Cz, la curva de operacion de la tuberia nos
da la presion de salida de la bomba. La potencia de la bomba se calcula con la ecuacion
7.11.
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i 120 |

JL
¥

100'

| 300

90° Codo Figura 7.2. Sistema de
flujo del ejemplo.

7.4.2. Flujo en expansion.

Encontrar el factor de pérdida por friccion de un flujo a través de la geometria de
expansion (ver figura 7.3).

Plano 1 Plano 2

Tubo cilindrico
de drea de seccion

transversal S, Superficie en Tubo cilindrico
for-ma‘de arandela e drea de seccién . . .,
de drea S,-S, transversal 5, ~ Figura7.3. Flujo en expansion.
.. Sy v, 1
Balance de masa: v{S; = v,S,, definiendo f = S’ v, f (7.13)
2

Balance de momentum:
Fr = (p1V1S1 — p2v5S2) + (0151 — p2S2) (7.14)
Calculo de la fuerza de friccion.

En un tubo recto de seccion constante Ff = S Ap. Cuando S no es constante, se puede
generalizar la ecuacion 7.3,

Fr=A®S) = (p2 —p1)(S2 — S1) = (—p1)(S2 — S1)
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debido a que p, K p;. Esto es, la presion inmediatamente antes de la contraccion es mucho

mayor a la de después de la contraccion. La ecuacion 7.14 se reduce a:

—p1(Sz = 1) = p(v1v,S; — V3S,) + (0151 — P2S2)

—p1(S2) = pv2S,(vy — v3) — (P2S2)

P2 — p1 = pv2 (v — 1) = pvj (% -1 (7.15)

Balance de energia.

[(p1 pz) +> (v1 - vz)] E,

p

Substituyendo en la ecuacion 7.15 obtenemos:

1, 1 1 1 2
vz - 2+ (— —1)| =& =3v3 (E - 1) (7.16)
Por lo tanto, de acuerdo a la ecuacion 7.8:

ev=(5- 1)2 (7.17)

7.4.3. Flujo en contraccion.

Como se muestra en la figura 7.4, el flujo en contraccion se utiliza para medir el flujo
masico de fluidos, en este caso, incompresibles.

5, = seccidn transversal de la fuberia = 5,

D A o e M

I 1
| |
| |
| |
| 4 |
| |
| |
| I

Plano1 Manémetro pjgng 2

o e i

Figura 7.4. Flujo
contraccion.
contraccién tiene u

seccion So y el flui
tiene en esta zona u
velocidad vo.

| |
Plano O Plano 2

en
La
na

ido

na
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Balance global de masa: <y >=<v,> (7.18)
Balance local de masa (punto 0 al punto 2): S{v,) = Sovg + (S — So)vg (7.19)

VR is la velocidad de recirculacion del fluido en la region posterior a la contraccion = 0.

Flujo mésico: w = pv, S (7.20)

Las pérdidas por friccion son despreciables, por lo que no se considera el balance de
momentum.

3 =
Balance de energia: A [G%) + (%)] = —FE, = 0, aplicado entre los puntos 1 y 2:

B (% - %) + (%)] =—E,~0 (7.21)

En el flujo desarrollado del punto 1: 1) _ (v,)?
(v1)

Los promedios en el punto 2 son:

de la ecuacion 7.19: (v,) = “‘29 vy, por lo que el promedio cubico es: (v3) = 50 vg

Por substitucion en la ecuacion 7.21 se obtiene

1 _
- p2-P1)| =
|5 w2 -vp) + (2252)] = 0
Por las ecuaciones 7.18 y 7.19, la ecuacion anterior se transforma en:

- 1 s
P1—D2 — _vlz (_2 _ 1)
p 2 So

Por la ecuacion 7.20, el flujo mésico es:

1/2

1/2 1/2
2 -p2)S? 2 - 2 -
371 5§ 52 -3

En medidores de flujo en lugar de So aparece Cd So, donde Cd =~ 0.67 es el factor de
correccion.
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7.4.4. Eyector liquido-liquido.

vl}/z 2]

| J n Figura 7.5. Aparato de mezclado de

'E EE dos corrientes. En el punto 1 las

— — ————Fu F—  dos corrientes se mezclan. La corriente
= % —==F (la)tiene la velocidad vo con area de

Plano 1\ C:rr-ien're fa Plano2 S/3. La corriente  (1b) ftiene

Corriente 1b velocidad vo /2 con é&rea 2Si/3. En

T el punto 2 las corrientes se han

mezclado y lavelocidad es v,.

El flujo en este aparato es turbulento y se despreciara la fuerza de friccion.

Balance de masa global: wy, + wqyp = wy, Wi =wyqp = %Wz (7.23)
Vg (é)S + %vo G) S =v,5,

Zvo = v (7.24)

Balance de momentum: Como Ff= 0,y mg =0, entonces: A (wv+PS)=0

(Wovy —wyvp) + (P2S; — P1S1) =0
(Wav,) — (Wlavo + wyp %) + (P, —P)S=0

Por las ecuaciones 7.23 y 7.24,

2 1 3 2 13
wyCGvo) = 2w, (3o) + (P =PDS =0 . wylCvo) =3 (Ewo)1+ (P, —P)S =0
Como w, = pS E170 , entonces pS zvo [i vol + (P, —P))S =0
3 3 12
1
(P, — P) = —pv} (1.25)

Balance de energia:

E w2 —v2) + (%)] =-E, Substituyendo 7.25:

A 1 1
—E, =-(i v+ (Evg)

1 1 v3 1 5 .
Abhora: Evlzwz == (W1qVE + wyp ) = w25 vE) Substituyendo 7.24:
A2 5 1 5
B =22 52,1 2 5 2
v =5V Tgvo Tt 18 V0 142 70
B, =—v? (7.26)
V144
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7.4.5. Vaciado de tanques.

Tanque cénico.

Superficie
del liguido
al tiempo t

Figura 7.6. Tanque conico. (1) identifica
la parte superior (z = zo, r =ro) y (2) la
salida del tanque (z = z2,r = ).

La geometria de referencia es un cono truncado invertido, de acuerdo a la figura 7.6. Se
calculara el tiempo de vaciado de un liquido isotrmico.

La relacion geomtrica es

T To ¥

-=—== y ladiferencial de volumen es: dV = mrdz
z Zo Zy

Balance de masa:
d
— M paV =w;y —w, (7.27)

Suponiendo que v; K v,

d z 2 _ 2
pafz r?dz = —pv,nr;
d z rz 72 . .
dz = —v,r} Resolviendo la integral: ( % —v,z2
dt Zy 72
72 gt z=—v,z% (7.28)

Balance de energia.

Se supone que las pérdidas por friccion son despreciables y que la posicion de la salida (z2)
se encuentra en el origen (z2 = 0). La presion en los puntos 1 y 2 es la atmosférica. Por ello:

‘(Vz) +9(z;,—2)=0

29z (7.29)

La ecuacion 7.29 se conoce como la ley de Torricelli. Substituyendo 7.29 en 7.28 obtenemos:
- (E)3-

1 rz te

2[00Z3/2dz = 4/ Zg fO 2 dt = A/ theff



Eﬁi =t El tiempo de vaciado es entonces:  t,fr = 1z 220 (7.30)
s 2Z Yo el ot =55

Tanque cilindrico.

En la figura 7.7 se encuentra un tanque cilindrico de altura H y radio R. Conectado
en su parte inferior existe un tubo de longitud L y radio r2. La velocidad en el tanque

es muy pequea en comparacion de la velocidad en el tubo (Vi << V). El flujo en el tubo
es laminar.

Figura 7.7. Tanque cilindrico de altura H y radio R que se
encuentra conectado a un tubo de longitud L y radio ra.

Balance de masa.

% R dz = vonrd = Q, (7.31)

Donde Q: es el gasto volumétrico en el tubo y sigue la ley de Poiseuille en flujo por gravedad:

_ % pgz
Q=325 (7.32)

d (L+H1 Ty .
— ~-dz = (—2) L9 integrando:
dt L z R2/ 8uL

d , L+H T4 .
—In—= (—2) £9 integrando de nuevo:
dt L R2/ 8uL

LtH _ ﬁ)ﬂ
In L _(RZ suLteff

_ (R*\8uL H
terr = (7) e In(1 + ) (7.33)

2
En el caso en que H/L<<1, entonces t.ss = (R—)

4
)

8uH

- (7.34)
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En el caso en que el flujo volumétrico es constante:

2 2
vol (”R H) B _ REBEH - onde Vol es el volumen del tanque. (7.35)

t = — = =
eff — g nry Jpg 15 pg

Por este resultado, en el caso en que la longitud del tubo sea grande (L >> H) el vaciado
se realiza a gasto volumétrico constante.
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Tarea 9

1.- Problema 7A.2. Bird et al. Bombeo de una solucidn de acido clorhidrico.

Una solucién diluida de HCI (densidad de 62.4 Ibm/ft?, viscosidad de 1 cp) se bombea desde
el tanque 1 al tanque 2 (ver figura 7.8) localizados a la misma altura. Las presiones en los
dos tanques son 1 atm y 4 atm, respectivamente. El radio del tubo es de 2 in y el nimero de
Reynolds es 7.11 X 10* La velocidad promedio en el tubo es de 2.3 ft/s y la distancia entre
los tanques es de 300 ft. ;Cual es la potencia de la bomba?

Tanque 2

Tanque 1

Figura 7.8. Bombeo de
una solucion de acido
clorhidrico.

Radio interno 2"

Respuesta: 2.4 HP.

2.- Problema 7A.6. Bird et al. Calculo del flujo volumétrico.

En el sistema mostrado en la figura 7.9, calcular el flujo volumétrico del agua a 68 F. El

diametro interno de la tuberia es de 5 in.

12'

o

El didmetro
interno en todo
el tubo es 5"

/ 1 i

Figura 7.9. Flujo en tanque
de caida constante.
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Tarea 10

1.- Problema 7A.1. Bird et al. Aumento de presidon en una expansion.

Una solucion acuosa salina fluye a través de una expansion con gasto volumétrico de 0.0384
m?*/s. El diametro interior del tubo pequefio es de 5 in y el del tubo grande es de 9 in. ;Cual
es el aumento de presion en 1bf/in? si la densidad de la solucién es de 63 Ibm/ft>?

Respuesta: 0.157 psi = 1,080 N/m?.

2.- Problema 7A.3. Bird et al. Flujo de un gas en un tubo.

Nitrogeno gaseoso en flujo isotérmico turbulento a 25° C fluye en un tubo recto horizontal
de 3 in de didmetro interior con flujo masico de 0.28 Ibm/s. Las presiones absolutas en la
entrada y salida son 2 atm y 1 atm, respectivamente. Evaluar la energia disipada por unidad
de flujo masico suponiendo comportamiento de gas ideal.

Respuesta: 26.3 Btu/lbm = 61,200 J/kg.

3.- Problema 7A.4. Bird et al. Flujo incompresible en un anulo.

Agua a 60° F fluye en un conducto coaxial anular de 20.3 ft de largo impulsado por una
bomba con flujo de 241 gal/min. Los radios del espacio anular son de 3 y 7 in. La entrada
estd a 5 ft abajo de la salida. Determinar la potencia de la bomba, suponiendo que las
presiones a la entrada de la bomba y la salida del conducto anular son iguales. Utilizar la
definicion de radio hidrdulico promedio (Rh = &rea transversal del conducto/perimetro
mojado).

Respuesta: 0.31 HP = 0.23 kW.



Referencias

[1] R.B. Bird, W. E. Stewart, E. N. Lightfoot, “Transport Phenomena”, 2a Ed., Wiley & Sons,
2002.

[2] J.C. Slattery, “Momentum, Energy, and Mass Transfer in Continua”, McGraw Hill, 1981.
[3] R. Aris: “Vector, Tensors and the basic Equations of Fluid Mechanics”. Prentice Hall, 1962.
[4] I G. Currie, “Fundamental Mechanics of Fluids”, 2a. Ed., McGraw-Hill, 1993.

[5] J.R. Welty, J.E. Wicks, R.E. Wilson, “Fundamentals of Momentum, Heat and Mass Transfer”,
2000.

[6] M.M. Denn, “Process Fluid Mechanics”, Prentice Hall, 1980.

[7] C. O. Bennett, J. E. Myers, “Momentum, Heat and Mass Transfer”, 3rd Ed., McGraw-Hill,
USA, 1982.

[8] R.S. Brodkey, “The Phenomena of Fluid Motions”, Addison-Wesley,1967.

[9] G. K. Batchelor, “An Introduction to Fluid Mechanics”, Cambridge University Press, 1967.
[10] 'W.M. Rohsenow, H.Choi, “Heat, Mass and Momentum Transfer”, Prentice Hall, 1961.
[11] L. E. Sissom, R. Pitts, “Elements of Transport Phenomena”, Mc Graw-Hill, 1972.

[12] L. Theodore, “Transport Phenomena for Engineers”, International Textbook Co., 1971.

159



160



	Transferencia de Momentum.pdf
	Índice
	Prefacio
	Fundamentos Físico-Matemáticos
	Operaciones Vectoriales y Tensoriales.
	Definiciones.
	Operaciones con vectores y tensores.

	Operaciones Diferenciales de Vectores y Tensores.
	Operador diferencial vectorial.
	Gradiente de un escalar.
	Gradiente de un vector.
	Divergencia de un vector.
	Divergencia de un tensor.
	Laplaciano de un escalar.
	Laplaciano de un vector.
	Rotacional de un vector.

	Teoremas Integrales de Vectores y Tensores.
	Teorema de la divergencia.
	Fórmula de Leibnitz.
	Teorema de Stokes.

	Vectores y Tensores en Coordenadas Curvilíneas.
	Diferenciales de área y volumen.
	Transformaciones cartesianas - cilíndricas.
	Transformaciones cartesianas - esféricas.

	Operadores Diferenciales en Coordenadas Curvilíneas.
	Diferenciación de los vectores unitarios.
	Ejemplos.

	Apéndice A
	Apéndice B
	Apéndice C
	Tarea 1

	Mecánica del Medio Continuo.  Ecuaciones Constitutivas.
	Cinemática.
	Movimiento relativo.
	Cambio de volumen.
	Conservación de masa y ecuación de continuidad.
	Deformación y rapidez de deformación.
	Vorticidad.

	Dinámica del Medio Continuo.
	Principio de conservación del momentum lineal (Cauchy).
	Principio de conservación del momentum angular.
	Tensor de esfuerzos.
	Presión hidrostática.
	Simetría del tensor de esfuerzos. Conservación del momento

angular.

	Ecuaciones Constitutivas.
	Fluido newtoniano.
	Ecuación de Navier-Stokes.
	Ecuación de la vorticidad.

	Teoría Molecular de la Viscosidad.
	Gases a baja densidad.
	Distribución de Maxwell-Boltzmann.
	Trayectoria libre media.
	Mecanismo de transferencia de momentum.
	Teoría molecular de la viscosidad de los líquidos.

	Apéndice A.
	Apéndice B.
	Apéndice C.
	Apéndice D.
	Apéndice E.
	Tarea 2.

	Balances Diferenciales.
	Viscosimetría.
	Viscosímetro de placas paralelas.
	Flujo torsional entre dos cilindros concéntricos. Viscosímetro

de Couette.
	Viscosímetro de discos paralelos.
	Viscosímetro de cono y plato.

	Flujos por Gravedad.
	Flujo en una película descendente.

	Flujos por Presión.
	Flujo a través de un tubo circular.
	Flujo por presión a través de una región anular.
	Flujo por presión de líquidos inmiscibles.

	Flujos Radiales.
	Flujo radial entre dos discos paralelos.

	Flujos con Simetría Esférica.
	Flujo alrededor de una esfera rotatoria.

	Tarea 3
	Tarea 4
	Tarea 5

	Fluidos no-Newtonianos
	La ecuación de Weissenberg-Rabinowitch (W-R).
	Flujos no-Newtonianos en Tuberías.
	Ley de potencias.
	Fluidos de Bingham (viscoplásticos).

	Flujo Torsional en Fluidos no-Newtonianos.
	Ley de potencias.
	Fluidos de Bingham.

	Tarea 6

	Flujo a bajo número de Reynolds, FlujoPotencial y Capa Límite
	Flujo a Bajo Número de Reynolds.
	Flujo Potencial.
	Flujo potencial bidimensional.
	Flujo potencial tridimensional.

	Capa Límite.
	Apéndice A.
	Apéndice B.

	Transporte Interfacial de Momentum
	Coeficiente de Fricción en Tuberías.
	Factores de Fricción en Cuerpos Sumergidos.Esferas.
	Factores de Fricción en Medios Porosos.
	Tarea 7
	Tarea 8

	Balances Integrales
	Balance Integral de Masa.
	Balance Integral de Momentum.
	Balance Integral de Energía Mecánica.
	Sistemas de Flujo.
	Tuberías de sección constante.
	Flujo en expansión.
	Flujo en contracción.
	Eyector líquido-líquido.
	Vaciado de tanques.

	Tarea 9
	Tarea 10

	Referencias


