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Prefacio

Este libro comprende el material del curso de transferencia de energia, el cual se imparte
en la carrera de Ingenieria Quimica de la Facultad de Quimica de la UNAM. Como en el
caso del libro 1 sobre Transferencia de Momentum, una buena parte del material se basa en
el libro de R. B. Bird, W. E. Stewart y E. N. Lightfoot, “Transport Phenomena”, segunda
edicion. El contenido del libro de Transferencia de Energia es consistente con el programa
de estudios del curso de Transferencia de Energia de la carrera de Ingenieria Quimica.

Este libro contiene las bases matematicas y fisicas fundamentales para la comprension
de los conceptos basicos de la Transferencia de Energia y que permita a los alumnos y
profesores cimentar la teoria para las aplicaciones en el posterior curso de Ingenieria.
Consta de 7 capitulos que analizan los mecanismos bdsicos de Transferencia de Energia:
conduccidn, conveccion y radiacion.

El capitulo 1 se titula Fundamentos de la Transferencia de Energia y comprende 5 par-
tes: definiciones de conceptos fundamentales, ecuaciones de conservacion, ecuaciones
constitutivas, balances de energia y conductividad térmica. La parte sobre las definiciones
repasa las operaciones entre vectores y tensores que se analizaron en parte en el libro de
Transferencia de Momentum, como son el gradiente de velocidades, la derivada material
de una funcion del espacio y del tiempo, el tensor de esfuerzos total, el flujo volumétrico,
fuerza de friccion y flujo de calor. Las ecuaciones de conservacion comprenden a las de
conservacion de masa o ecuacién de continuidad y los balances de momentum lineal y
angular. Las ecuaciones constitutivas incluyen a las del fluyjo Newtoniano, la ley de los
gases ideales y la ley de Fourier. La parte correspondiente a los balances de energia expone
dos formulaciones, la de energia interna y la formulacién entélpica. Finalmente, la parte
sobre el cdlculo de la conductividad térmica comprende a la teoria de la conductividad
térmica de gases a baja densidad, la teoria de la conductividad térmica de liquidos y la
conductividad térmica de sélidos.

El apéndice A contiene las expresiones de la ley de Fourier en los 3 sistemas de coor-
denadas: cartesianas, cilindricas y esféricas. El apéndice B contiene las expresiones de
la ecuacion del balance de energia en términos del flux de calor y momentum, en los 3
sistemas de coordenadas. El apéndice C contiene las expresiones del balance de energia
para un fluido incompresible Newtoniano con ley de Fourier, también en los 3 sistemas de
coordenadas. Finalmente, en la Tarea 1 se lleva a la préctica problemas sobre la prediccion
de conductividades térmicas de gases a baja densidad, la estimacion de la conductividad
térmica de un gas denso, la prediccion de la conductividad térmica de una mezcla de gases,
la estimacién de la conductividad térmica en un liquido puro y el célculo del ndmero de
Lorenz en sélidos.

En el capitulo 2 se analizan los fluidos compresibles. Consta de 3 partes, las cuales son:
gases ideales con atencion a los casos especiales de la ecuacion de balance de energia,
la propagacion de ondas de sonido y la ecuacion de onda y los procesos con elevada
disipacion, como son las ondas de choque.



La parte de gases ideales incluye la reduccion de las ecuaciones de balance de energia
(formulaciones de energia libre y formulacion entélpica) y a los procesos adiabaticos sin
disipacion. La segunda parte realiza la deduccion de la ecuacion de onda y la propagacion
de sonido u ondas acusticas. La tercera parte contiene la discusion de procesos con elevada
disipacién, como son las ondas de choque. El capitulo consta de dos apéndices. El primero
(apéndice A) contiene el proceso de solucion de la ecuacion de onda por medio del método
de separacion de variables. El apéndice B contiene la solucién de la ecuacion de la onda
de choque. Finalmente, la Tarea 2 ilustra 3 problemas: la demostracion de la solucién de
la ecuacion de onda, el cédlculo de la velocidad, temperatura y cambios de presién en una
onda de choque y el problema de la compresion adiabdtica sin friccién de un gas ideal.

El titulo del capitulo 3 es Balances Diferenciales de energia. El capitulo se divide en 3
partes: conveccidn-difusion de calor en sistemas cerrados, sistemas cerrados con gene-
racion de calor interna y transferencia de calor interfacial en sistemas abiertos. La parte
1 a su vez consta de los siguientes casos: conveccion forzada en tuberias, transpiracion
fisica y conveccién natural. La segunda parte analiza 4 casos: conduccién en liquidos
con disipacién viscosa, conveccidon-conduccién con reaccion quimica, conduccién en
solidos con fuente de calor eléctrica y conduccién en s6lidos con fuente de calor nuclear.
Finalmente, la parte 3 analiza la conduccion de calor desde una esfera hacia un fluido en
reposo, el transporte interfacial en una placa plana, transporte interfacial en un cilindro y
la conduccioén y transferencia interfacial simultdneas. El capitulo contiene dos apéndices,
el primero (apéndice A) discute la conduccion de calor en sélidos con fuente de calor y
transporte interfacial. El apéndice B retoma el problema de conveccién forzada en un tubo
y analiza la solucidn para la region de entrada al tubo. Para la prictica, se incluyen 5 tareas
(3-7). La tarea 3 presenta dos problemas de flujo tap6n (perfil de velocidades constante)
con transferencia de calor por conveccion forzada, uno en tubos de seccion circular y otro
en una ranura plana. La tarea 4 presenta el problema de enfriamiento por transpiracién
fisica en un sistema plano. La tarea 5 presenta 3 problemas: el cdlculo de la temperatura
maxima en un lubricante, otro sobre la velocidad de conveccidn libre y el calentamiento
viscoso de un liquido que fluye en una ranura. La tarea 6 incluye el problema de un reactor
quimico anular y finalmente, la tarea 7 contiene dos problemas: la capacidad de aislamiento
de una pared y el grosor de pared de aislamiento de un horno.

El capitulo 4 consta de dos partes: capa limite térmica y el flujo turbulento no isotérmico.
La capa limite térmica es analizada por medio del método de Von Karman y discute
la solucién asintdtica para nimeros de Prandtl grandes (en liquidos). La parte de flujos
turbulentos no isotérmicos analiza la analogia de Reynolds y la expresion del flux de calor
para flujo turbulento en tuberias.

El capitulo 5 se titula Transporte de Energia Interfacial en Sistemas no Isotérmicos.
Coeficientes de Transferencia de Calor. Consta de 5 partes: conveccion forzada en tubos,
conveccion forzada alrededor de cuerpos sumergidos, conveccion forzada en medios
porosos, conveccion natural y condensacion de vapores en superficies solidas. La primera
parte analiza el célculo de los coeficientes de transferencia de calor interfacial, el flujo
laminar en tubos y el flujo turbulento en tubos, con sus respectivos ejemplos. La segunda
parte analiza la conveccion forzada alrededor de cuerpos sumergidos, considerando la
placa plana, esferas y cilindros, y otras geometrias. La tercera parte trata la conveccién
forzada en medios porosos. La cuarta parte trata el problema de la conveccion natural y
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la parte 5 analiza el proceso de condensacién, con sus respectivos ejemplos. El capitulo
5 sugiere dos tareas: la tarea 8 concierne con el célculo de los coeficientes promedio de
transferencia de calor y la transferencia de calor en flujo laminar en un tubo. La tarea 9
consta de dos problemas: la transferencia de calor en condensacién de vapores y la pérdida
de calor por conveccidén natural en un tubo horizontal que se encuentra sumergido en un
liquido.

El capitulo 6 se titula Balances Integrales. Contiene el balance integral de energia para
un fluido de densidad constante y a régimen p ermanente, y casos e speciales. Consta
de dos secciones: flujo de gases ideales en ductos horizontales de seccion constante y
flujo de gases ideales en procesos adiabdticos sin friccion. La primera seccion analiza el
flujo adiabdtico, el flujo isotérmico y la optimizacién del flujo masico en ambos casos.
La segunda seccidn trata operaciones de transferencia de calor en compresores, toberas,
tanques de presion, medidores de flujo y la optimizacién del flujo masico en estos procesos.
Después se describen varios ejemplos, que incluyen la mezcla de corrientes de gases ideales,
las columnas de enfriamiento, intercambiadores de calor, gaseoductos con estaciones de
bombeo, calentadores a base de vapor y toberas adiabdticas e isotérmicas. Las tareas
incluidas en este capitulo (10 y 11) incluyen el problema del flujo adiabatico en un
gaseoducto de gas natural y el problema del intercambiador de calor de doble tubo en la
tarea 10. La tarea 11 plantea el problema del mezclado de dos corrientes de gases ideales y
el flyjo a través de un tubo Venturi, el calentamiento de una corriente de aire en un tubo y
el flujo de un fluido compresible a través de una tobera convergente-divergente.

El titulo del capitulo 7 es Transferencia de Energia por Radiacion. Contiene varias seccio-
nes, que incluyen, en su primera seccion, las definiciones fundamentales de los procesos
opticos de la radiacion térmica. La segunda seccién incluye la discusién de la termodiné-
mica de la radiacién y las leyes de Kirchhoff y Stefan. La tercera seccion describe la teoria
de la densidad espectral y la cuarta seccidn trata el problema de la radiacion entre cuerpos
grises. El capitulo contiene varios ejemplos resueltos, en los cuales se calculan varios
aspectos de la transferencia por radiacion, incluyendo problemas sobre la constante solar,
la determinacién de las pérdidas de calor por radiacién en placas, transferencia de calor
por radiacion en esferas y la transferencia entre superficies planas. El capitulo contiene 3
apéndices, el primero (apéndice A) trata sobre las ondas estacionarias en 3 dimensiones. El
apéndice B expone la solucion de un oscilador lineal con amortiguamiento y el apéndice C
ilustra graficas de los factores de configuracion, utilizados en la resolucién de problemas
de transferencia de calor por radiacion.

En el curso de transferencia de energia se sugiere que los capitulos 4 y 7 sean capitulos de
referencia y los demds capitulos se discutan en detalle en dos partes: la primera que incluya
a los capitulos 1, 2 y 3, y la segunda parte que incluya a los capitulos 5 y 6. Al igual que el
libro de Transferencia de Momentum, este libro no incluye los balances de coraza, ya que
se derivaron las ecuaciones de los balances diferenciales a partir de teoremas integrales
generalmente validos, y las ecuaciones deducidas se encuentran en el capitulo 1 en los 3
sistemas de coordenadas.
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Capitulo 1

Introduccion

Este capitulo inicial consta de 5 partes:

1. Definiciones.

2. Ecuaciones de Conservacion.

3. Ecuaciones Constitutivas. Ley de Fourier.
4. Balance de Energia.

5. Conductividad Térmica.

1.1. Definiciones.

dvi dvi vy
0 0xy 3
a. Gradiente de velocidades Vy = 3—;? 3—2 g—;s , dondev = (v, vy, v3)
dvs dvi dw3
X1 axz X3
1 T 1 T
Vg:z(VHVy)Jri(vy—vy):ngg (1.1)

La parte simétrica es el tensor rapidez de deformacion D y la parte antisimétrica es
el tensor vorticidad W. La traza de Vy es la suma de los elementos de la diagonal y

es V -y, tal que rr(Vy) = tr(D)

b. Derivada material de una funcién f(x, 7).

df _ df
E—E—i—\_ﬂ-Vf (1~2)

c. Tensor de esfuerzos total:
Lot = —pl+z 1.3)

p es la presion hidrostética,



I es la matriz unidad,
7 es el tensor de esfuerzos tangenciales.

Producto escalar de dos tensores:

T:D=1:Vyv=1tr(z-D) 1.4)

Definiciones donde se utiliza el teorema de la divergencia:

d. Flujo volumétrico:

Qi = [[vnds = [[[v-vav 1.5)

e. Fuerza de Friccion:

P [[znas = [[[v-zav (1.6)

f. Flujo de calor:
Qz//g-QdS:// V.qdv 1.7)

1.2. Ecuaciones de Conservacion.

Considérese un elemento material de un fluido con volumen V, superficie S, normal n y
velocidad v, como se muestra en la figura 1.1.

|<

Figura 1.1. Elemento material de
n un fluido.

a. Conservacion de masa o ecuacion de continuidad.

Sea la densidad una funcién del tiempo y el espacio p (x, 7). Entonces:

d

8_It) +V-py =0 o en términos de la derivada material:

dp

— V.y=20 1.8
g TPV (1.8)

Por medio del teorema de Reynolds y la ecuacion de continuidad, se puede demostrar

que:
e~ [t

15



16

b. Conservacién de momentum lineal.

d
P(ngrer) = —-Vp+V.2+pg (1. 10)

¢. Conservacion del momentum angular.

T essimétrico, estoes: Tip = T, T13 = T31, To3 = T32 (1.11)

1.3. Ecuaciones Constitutivas.

a. Fluido Newtoniano.

2 2
=—§M(V-y)£+2u22—gu(V-z)éJru[VHVzT] (1.12)

e

en donde u es la viscosidad.

b. Ley de los gases ideales.
PV = RT (1.13)

donde P es la presion, V es el volumen por unidad de masa, R es la constante de los
gases y T es la temperatura.

c. Ley de Fourier.

g=—kVT (1. 14)

en donde k es la conductividad térmica. La ecuacion 1. 14 es la expresion vectorial
lineal mas general que describe la transferencia de calor. Ver Apéndice A para
diferentes coordenadas.

1.4. Balance de Energia.

Partimos de la primera ley de la termodindmica, e incluimos la generalizacién que incluye
a las energias cinética y potencial:

%///[pEJ’%pvz_p&l] dV:—//g'fldS+w (1. 15)

E eslaenergia interna por unidad de masa,
x esel vector posicion,

w es el trabajo realizado por el sistema (potencia disipada).



La potencia disipada por fuerzas de fricciéon (Ecuacién 1. 6) y por presion es:

w://(ygtm-g)dS: ///V'<X-£mt> av (1. 16)

donde se ha empleado el teorema de la divergencia. Efectuando las operaciones vectoriales:

w:///g-(ng) dV—f—///(VZ:;W)dV 1.17)

Por el balance de momentum lineal (Ecuacién 1. 10):

///Z.<V.§ml) de///g-([)%—pg) dv (1.18)

Substituyendo las ecuaciones 1. 17 y 1. 18 en 1. 15, y por el teorema de la divergencia:

)l [l e (o5 o)
s

(1.19)

De acuerdo a la ecuacién 1. 9:

e = [ (5 o)

Por la igualdad en la ecuacién 1. 20, y observando la ecuacion 1. 19, el segundo y tercer
términos de la izquierda son iguales al segundo término de la derecha, y se cancelan. Por
lo que la ecuacion 1. 19 se simplifica:

dt/// PE] dV+///quV /// Voiz, )dv =0 (1.21)

Por laecuacién 1.4, Vv : T z, =X, Dyporla ecuacion 1. 9, la ecuacion 1. 21 implica
que:
dE
por =—V-q+1,:D (1.22)

Tomando en cuenta la ecuacion 1. 3 tenemos que:

2 :D=-pl:D+z:D=—p ( rD +1:D =

=0t =" = =

—-p(V-y)+z:D (1.23)
Substituyendo la ecuacién 1. 23 en la ecuacioén 1. 22;

dE
- _V.g—p(V-
P g—p(V-y)+

153

: D (1.24)

17
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Si la energia interna es funcién de V y T, entonces £ = E (V,T), y de acuerdo a las
igualdades termodindmicas:

. [JE IE\ . p )
dE = | — dT - dv = C,dT — T| =— dVv 1. 25
(aT)V " <av)T * [ Pt (aT)V] (123

Donde C, es la capacidad calorifica a volumen constante. Diferenciando con respecto al
tiempo y multiplicando por p obtenemos:

dE ~ dT op av

Utilizando la ecuacion de continuidad 1. 8, tenemos:

av d (1 1dp dinp
av _ 4 (1) - 24P _ _ — V. 1.27
Par = Par <p) pdi d . -2

Substituyendo las ecuaciones 1. 26 y 1. 27 en la ecuacién 1. 24 obtenemos:

8p)
(
oT p

O en su forma equivalente:

. dT ap \ dinp T oT
C,— — = -V. :D donde — = — -VT
PEv (8lnT)p dt a+i:2 e or Y

A dT
pC— +

ar V.v=-V.q+1:D  ver Apéndice B (1.28)

Un caso especial de la ecuacion 1. 28 corresponde al balance para un fluido Newtoniano
con ley de Fourier:

A dT dp
T(ﬁ)p

pC — +

- Vv = kV2T +2utr (D?) (1.29)

Formulacién Entalpica.
La entalpia es una funcién de la presién y la temperatura: A = H (P, T), luego entonces:

. oH o0H A . oV
dH = (8—T)PdT + (ﬁ%dp = CpdT + [V - T (ﬁ),j dP (1. 30)

Donde C’p es la capacidad calorifica a presion constante. Diferenciando con respecto al
tiempo y multiplicando por la densidad obtenemos:

dH ~dT [, v dP



Sabiendo que:

dv d (1)_ ldp  dinp

P

Par = Par pdT  dT

dT dT

y substituyendo esta expresion en la ecuacion 1. 31:

dH ~ dT dlnp dP
e Yo R | = 1.32
Par =Py { +(alnT)J dt (1.32)

La relacion entre la entalpia y la energia interna es:

A .. P
H:E—i-PV:E—I-E (1. 33)
dE. dH  [d (P\] _ dPI_dP+Pdp_ dFI_dP_P(V)
Prar =P pdtp “Par T a pdt_pdt dt v

en donde se ha utilizado la ecuacién de continuidad (ecuacién 1. 8). Substituyendo la
ecuacion 1. 34 en la 1. 24 obtenemos:
dE dH dP
pE:—V-c_j—P(V-y)+£:Q:p————P(V-y) (1. 35)

Substituyendo la ecuacién 1. 35 en la 1. 32:

A dT dlnp dP dP
2 h P _ dP o - .
P Cr +{ - <8lnT>J dt — dt g+z:0 (1. 36)
que nos da:
~ dT dlnp dP
a T\t ), @ = TV 4TEE 1.37
Pt Kamr)lj dr 4+1:2 (1.37)

Las ecuaciones 1. 37 y 1. 28 son los resultados generales del balance de energia. En el
Apéndice C, se muestran las ecuaciones derivadas de la ecuacién 1. 37 para un liquido
Newtoniano incompresible con ley de Fourier:

. dT dT  OT
— = kV2T +2utr (D? . — = — 4. VT
pCp 7 kVT +2utr (D7) donde 0 5 TV

(1.34)
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1.5. Calculo de la Conductividad Térmica.

1.5.1. Teoria de la conductividad térmica de gases a baja densidad.
Gases monoatomicos diluidos.
Considerar esferas rigidas sin energias de interaccion de masa m y diametro d. Se utili-

zaran los resultados de la teoria cinética de esferas rigidas, partiendo de las siguientes
definiciones:

8kpT\ "

(v) = ( nB ) Velocidad media molecular (1. 38)

m

3kgT
<v2> - 2B Velocidad cuadratica media (1.39)

m
1 . . .

Z = 1" (v) Frecuencia de colisiones (1. 40)

donde 7 es el nimero de esferas (moléculas) por unidad de volumen.

1
A= —— Trayectoria libre media (1. 41)

\/iitdzn

Considérese un flujo que mantiene un perfil de temperaturas lineal, como se representa en
la figura 1.2.

yﬂ
T(y)
< > |y+a
a
< B T|y
a L x/ \ Figura 1.2. Fluido con
< N _a perfil de temperaturas lineal.
N Las capas de fluido a diferente
. temperatura tienen un grosor a.

Supdngase que, en promedio, el grosor de las capas de fluido a diferente temperatura es:
a= =2 (1. 42)
3
y que la energia interna del sistema es su energia cinética (ver ecuacién 1. 39):

1 3
§m<v2> = EkBT



La capacidad calorifica molar a volumen constante es:

. oL d (1, 3. 3
= — N— (= =~k =R 1.4
¢ (8T)V dT (2m<v >) kN =5 (1.43)

donde N es el nimero de Avogadro y R es la constante de los gases.

Para determinar la conductividad térmica es necesario suponer que las ecuaciones anteriores
son vélidas en situaciones de no equilibrio, y que la equi-particion de la energia es vélida si
suponemos que la energia cinética promedio corresponde a las moléculas que colisionaron
en una region de temperatura 7. El flux de calor se define como:

1 1 3
qy = Z (Emv§|0a — Emv)zc |()+a) = EkBZ (T(),a — T()+a) (1. 44)

Para un perfil lineal de temperatura obtenemos el gradiente:

dlr _ To-a—To _ Tota—To
dy 22 ~22

Substituyendo en la ecuacién 1. 44, y considerando la ecuacion 1. 40, obtenemos:

3 1 4.\ dT 1 dT
94y = EkB (Zn(v>> (—§7L> dy = _EnkB <V>)~d—y (1.45)

Por la ley de Fourier, la conductividad térmica se define:

k= %nkg (v) A (1. 46)

ComonmC, = %nkB = pC,, (verecuacion 1. 43), entonces

k= 3G 02 .47

W =

Las expresiones de la velocidad promedio y la trayectoria libre media (ecuaciones 1. 38 y
1. 41) se pueden substituir en la ecuacion 1. 47 para obtener:

(L (8ksT 2 kg [kgT\ "
= —n =
27BN\ Tnm V2rd?n xd? \ tm

kg (mkgT\"? 2 ¢ (mkpT\"? 1.48)
S ommd* \ 7w C3md*\ & |
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La ecuacion 1.48 predice que k es independiente de la presion, y es valida hasta 10 atm.
La gréafica mostrada en la figura 1.3 indica la variacion de k en funcién de la temperatura.

La teoria de Chapman-Enskog predice la siguiente expresion para gases monoatémicos a
baja densidad:

25 €, (wmkgT)"?

\/T/M
k= 2>—2 = 1.989x 10~ 2/ (1. 49)
32no Q o-Qy
k/kc
10
9
8
- 40
30 sl
6 20 =~
5 ERSON
4 (:\\ \
9"@\\ \ @
3 °, N
% " I
QA\ 30... ~— =
2 k) N2 S-—-—- =
~- —1 A
\\\KO ———
N 1
SN— d
o —
! AN
0.9 W\ 72
0.8 \9 2‘5;
0.7 AN 1475
0.6 \7725
A -0
05 Fos
08
04 Lo® . ..
s Figura 1.3. Conductividad
0.3 ,,"{.\" térmica reducida en funcion
o .
\f //m de la temperatura reducida a
O 4 . .
02 & 7 baja densidad. Esferas
& rigidas.
0.1
03 04 06 08 1.0 2 3 4 5 6783910 "¢

En donde € es la integral de colisiones para la conductividad térmica y es idéntica
a la correspondiente a la viscosidad Q. o es el didmetro molecular del potencial de
Lennard-Jones. La ecuacién 1. 49 es similar a la férmula de viscosidad de la misma teoria:

p= 2! (amks )" 6105 Y11 (1. 50)
loro?  Q ' oQ, |

A partir de las ecuaciones 1. 49 y 1. 50 se puede obtener la relacion entre la viscosidad y la
conductividad térmica:

5 4
k= ——u = ECV“ (1.51)



En gases poliatdmicos (férmula de Eucken) obtenemos:

A SR
k_(p+ZM>H (1.52)

de donde C p = %A% El nimero de Prandtl se define:

(1.53)

1.5.2. Teoria de la conductividad térmica de liquidos.

Esta teoria se basa en la descripcion de un liquido como un arreglo ctibico con dimensién
caracteristica “a” ocupado por las moléculas del liquido. El volumen por molécula es:

1% = a’. La energia se transfiere de un plano a otro a la velocidad del sonido v,. A partir de
la ecuacion 1. 47 y considerando que vy = <§> (la propagacion se da en una direccion),
1 ANA
k = §pcf*v WA =pCvsa=pCy (N) (1. 54)

Segun la relacion de Dulong y Petit, la capacidad calorifica de un liquido monoatémico es
aproximadamente la de un s6lido a alta temperatura:
A 3k
¢ =2 (1. 55)

m

Tomando en cuenta que la densidad del liquido es p = ’"7N, y substituyendo la ecuacion 1.

55 en la 1. 54 obtenemos:

N A 1/3 A 2/3
k = (mN> (%> Ve (K> — 3kgv, (ﬂ> (1. 56)
\% m N \%

1.5.3. Conductividad térmica de solidos.

Para metales puros, la conductividad térmica y la conductividad eléctrica k. es descrita por
medio de la ecuacion de Lorenz:
k
ke T

L= (1. 57)

donde L es la constante de Lorenz, con un valor de L = 25 x 10_9vvlt2/1<2 a0°C. Los
metales pueden ser superconductores de la electricidad a —269.40° C, pero no del calor.
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Apéndice A.

Ley de Fourier

Coordenadas Coordenadas Coordenadas

cartesianas cilindricas esféricas

g=—kL (A1) g o=k (A-4) g, = k% (A-7)
=~k (A2) go = —KL9T  (A-5)  gp= kLT (A-8)
g:= k%L (A3 g =k (A-6) g9 = —kip5s  (A9)



MABC
Línea


Apéndice B.

La ecuacion de la energia en términos del flux de calor y momentum (ecuacion 1. 28).

Los términos dentro del paréntesis { } corresponden a la disipacién viscosa.

Coordenadas rectangulares:

~ (OT oT T aT dgy d d
pCv( +vxa —H/ya vZa—Z>=—{ 1 + Qy+ qz}

dt dx dy dz
dp dvy dvy dv, d vy v, av;
_T(ﬁ) <8x+8y+3z>+{ Yoy Ty TR,
dvy dvy dvy dv, dvy dv,
*{%(a +x>+%(a—z+ax>+ yz(a—+ay @D
Coordenadas cilindricas:
~ (0T dT vgdT oT\ 10 ldge dgq,
pC (a Ty T g6 +Vza—z) = {m“%”‘ww—z

ap 10 1dvg dv; av, A adv,
_T<ﬁ)p (;Z(I’W)—I——W%—a—z)ﬁ—{frra + Tgg — <89 >+TZZ8_Z

+47 i(v_G)_i_lavr 4T %_F&Vr 4T 1%4_@
o 1"o, rdo “\ar 0z %2\r 90 0z

(B-2)

Coordenadas esféricas:

A (OT OT vgdT ve dTY\ 10 ,, 1 d
pCv<a +Vr8 T 89+rsen9w)__{_23_< qr)+rsen989(qesen9)

1 dgy ap 1 d 1 4 1 dvy
+rsen@ 8(])] g (8_T) <r28 ( R er: rsen6 00 (vosen6) + rseneﬁ)
e dv, L1 18\/9 L1 1 8v¢+ r+vecot9

oy 00 86 00\ rsend do r

dvg 1dv, vy vy 1 dv, v
+{Tr6 (W+;89 _7)+Tr¢(8r +rsen9 a0 r

19dvy 1 dvy cotb
T (; 26 i rsen d¢ 1 v¢>} ®-3)
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Apéndice C.

La ecuacion de la energia para un fluido incompresible Newtoniano con ley de Fourier.
(Ecuacion 1. 37)

Los términos dentro del paréntesis { } corresponden a la disipacién viscosa.

Coordenadas rectangulares:

¢, (2,20, 9T, 9T _
PEr\or TV ax Ty "9z ) T
Ive\? vy 2 v, \ >
““{(ax) (5) +(5)
dvy dvy 2 vy Iv,\> dvy Jdv,
“‘{(aﬁﬁ) *(a—ﬁx) +(az+ay> D

Coordenadas cilindricas:

P oT 0T vgdT oT s 19 [ oT 10T 9%T
P\ Gr "oy T e Tz ) T varUar ) TR9er T a2
v\ dvg 2 v\ >
e (52) [ o)) = (32)
+ ﬂ_klﬂ 2_|_ %_}_8%’ 2_|_ lavr_{_ i(‘i’) ’ (C-2)
FY\9z "7 o8 or | 9z ra0 " ar\;

Coordenadas esféricas:

0°T N 0°T N 0°T
dx*  dy* 07z

C’ a_T_|_ a_T+v_ea_T+ V¢ a_T —k li rza_T
PEr\ o "V oy T 90 T rsenbae) ~ N |2ar\” ar
1 i eaT 0:T
r2sen® 00 sen 00 2 sen? 3

v, \ 2 18ve vy - vegcotB 2
+2u{<¥) +( ) (rsen@ﬁ—i__—i_ r )
d [ve 10v, 1 Jdv, d (Ve 2

—|—,u{{r$( >+r89] +{rsen98¢+r_<7>}

sen® o Vo 1 dvgl?
+{ r ﬁ<sen9)+rsen9 8¢] } (C-3)




Tarea 1

1. Prediccion de conductividades térmicas de gases a baja densidad. (Problema
9A.1., Bird et al.)

a) Calcular la conductividad térmica del argén a 100°C y presién atmosférica,
usando la teoria de Chapman-Enskog y las constantes de Lennard-Jones deriva-

da de datos de viscosidad. Comparar los resultados con los valores observados
de 506 x 107 cal /cmsK.

o =3432A, £ =1224K, Q, = 1.034.

b) Calcular las conductividades térmicas del NO y CHy a 300°K y a presion
atmosférica, a partir de los datos siguientes para esas condiciones:

p x 107 (sfems)  Cp (cal/gmol K)
NO 1929 7.15

CHy 1116 8.55

Comparar los resultados obtenidos con los valores experimentales (en unidades
de W/mK):
NO: 0.0259, CH4 : 0.03427.

2. Estimacion de la conductividad térmica de un gas denso. (Problema 9A.3, Bird
et. al.) Calcular la conductividad térmica del metano a 110.4arm y 127° F utilizando
la Figura 1.3. Las propiedades criticas del metano son: P, = 45.8atm, k. = 158 x
10~%cal/emsK, T, = 191.1K.

Respuesta: 0.0294 BTU/hr ft F.
3. Prediccion de la conductividad térmica de una mezcla de gases. (Problema
9A .4, Bird et. al.)

Calcular la conductividad térmica de una mezcla que contiene 20 % en molCO; y
80 % de hidrogeno a 1atm y 300 K. Utilizar los datos de la siguiente tabla para los
célculos. Las expresiones para calcular la conductividad de la muestra son:

u x 10° (Pas) k (W/mK)

Hy 0.8944 0.1789

CO; 1.506 0.0166
kini —iM donde @ —L(I_FAE)—I/Z {14_(“_&)1/2 (@)1/4]2
= R VB Mg Hp Mo

Respuesta: 0.1204 W/m K.
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4. Estimacion de la conductividad térmica de un liquido puro. (Problema 9A.5,
Bird et. al.)

Calcular la conductividad térmica de agua liquida a 40° C y 40megabar de presion
(1 megabar = 109 dinas/cm?). La compresibilidad isotérmica (1/p (90/3p)7) es 38 x
10~®megabar—' y la densidad es 0.9938 ¢/cm3. Suponer que C, =0C,.

Respuesta: 0.375 BTU/hr ft F.
5. Calculo del nimero de Lorenz. (Problema 9A.6, Bird et. al.)

a) Lateoria cinética se puede aplicar a un gas de electrones en un metal resultando
en la siguiente expresion del nimero de Lorenz:

-5

en donde k es la constante de Boltzmann y e es la carga del electron. Calcular
L en las unidades dadas en la ecuacion 1. 57.

b) Laresistividad eléctrica (1/k.) del cobre a 20° C es 1.72 x 1076 ohm cm. Estimar
la conductividad térmica en W/m K utilizando la ecuacién anterior.

Respuestas:

a) 2.44 x1078 voi/x2,
b) 416 W/mK.



Capitulo 2

Flujos Compresibles

Este capitulo inicial consta de 3 partes:

1. Gases ideales. Casos especiales de la ecuacion de balance de energia.
2. Propagacién de ondas de sonido. La ecuacion de onda.

3. Procesos con elevada disipacion: ondas de choque.

2. 1.. Gases Ideales. Casos Especiales de la Ecuacion de
Balance de Energia.

Gases ideales.

Del balance de energia del capitulo anterior, se obtuvieron las siguientes ecuaciones:

Formulacién de la energia interna.

~ dT dp (1. 28)
C,— T| == V.y=-V. D
PCvigr ™ <8T)p v g+ZI:2
Formulacién entélpica.
A dT dlnp dP
C,— — = -V. :D 1.37
P ”dt+KalnT>P] dr 4+1:8 (1.37)
A partir de la ecuacion de los gases ideales:  py — RpT (1.13)
podemos obtener las siguientes igualdades:
dP :
P=T 57 y si P es constante, entonces: d(InT) + d(Inp) = 0, luego:
P
al [
"p = —1. Sabiendo que dinp = —V.y,
dInT ) p dt
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por la ecuacién 1. 8, entonces las ecuaciones 1. 28 y 1. 37 se simplifican en:

pCVE:—P(V-y)—V-Q-I—g:Q (2.1)
. dT  dP
pcpz = E—v-wg:g (2.2)

Procesos adiabaticos sin disipacion.

En este caso, T = 0, q= 0. Las ecuaciones 2.1 y 2.2 se reducen a:

A dT Pdp
y— = —P(V-y) = —— 2.
pC— (V-p) b di (2.3)
~ dT dP
= 2.4
PEr dt @4

Integrando la ecuacién 2.4 sobre la derivada material (esto es, para un elemento material):

dP A P . P A A
T = pCp = ECP = TCA‘I, —p@v en donde para un gas ideal C, —C, = R
(2.5)
dInP 8
7 ZZT YZ T dondey = CT’: Integrando:
r=1
=1 P
InP7v =InT+C = i C (2.6)
donde C es una constante. Usando la ley de los gases:
P
— =C 2.7
pY

Similarmente, a partir de las ecuaciones 2.3 y 2.4 se obtiene:

dp PpC,dT P
_ Ptpdt 1 2.8
dp ~ pCdr  p’ @8

Segtn la ley de los gases: (g—ﬁ) . C (constante). C puede ser evaluada en una referencia:

Py dpP Py (8P>
— =C, luego: — = —y = - (2.9)
Po 8 T’ "),



2.2. Propagacion del sonido. La ecuacion de onda.

La propagacion del sonido puede considerarse como un proceso adiabdtico sin friccion.

A partir de la ecuacion 2.9, es posible linealizar las ecuaciones de conservacion de masa
y momentum para obtener la ecuacién de onda. La ecuacion de conservacion de masa se
puede expresar de la siguiente forma:

%—’:+P(V-z)+z-vp =0 (2.10)

y la de momentum considera que los efectos de gravedad son despreciables:

p (%y +v- Vy) = —VP (2.11)

El proceso de linealizacion involucra la consideracion de una expansion de términos de
orden cero hasta orden 2:

p = po+p1+p2

V=V +W

P=PFP+P (2.12)
En donde el orden cero involucra al medio estatico en equilibrio v, = 0, a una densidad

y presién pg, Po. Los 6rdenes 1y 2 representan las fluctuaciones alrededor del estado de
equilibrio. Substituyendo la ecuacién 2.12 en 2.10 obtenemos:
dpo  9dpi

7+7+(P0+p1)v.(21 + ) + (v + 1) V(po+p1) =0

d
P1 (93 = 0 2n)

en donde se ha considerado que pg es constante y la expansion considera hasta el orden 1

en los productos de las variables. Substituyendo las expansiones 2.12 en la ecuacién 2.11:

d
(po + 91)5(21 +v,) = =VR — VP

d
Po5-vy = — VP (2.14)

donde Py es constante y se considera hasta orden 1 en los productos. Omitiendo el subindice
1, y tomando la derivada temporal de la ecuacion 2.13 obtenemos:

d’p 0

Fr + Po5; (V-y) =0 (2.15)

Tomando la divergencia de la ecuacion 2.14:

pogw-z) = —V?P (2.16)
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Por lo tanto, a partir de las ecuaciones 2.15 y 2.16, se obtiene:

d’p
—> = V?P 2.17
or? (2.17)
Los procesos adiabaticos representan casos limite del flujo isentrépico. De hecho, a partir
de la ecuacion 2.7 podemos calcular la variacion de la presion con respecto a la densidad a
entropia constante:

Integrando:
/ dP = YyRT / dp +C Aplicando el Laplaciano:
V2P = (YRT)V?p (2.19)

Substituyendo la ecuacion 2.19 en la 2.17 obtenemos:

9%p

La velocidad de propagacion de la onda acustica es vy, por lo que el coeficiente de la
ecuacion 2.20 es v2. Luego entonces:

v2 = yRT (2.21)

La solucién de la ecuacion 2.20 (ver apéndice A) es:
27
P = Po {1 + ¢p sen {T(z - vst)} } (2.22)

La ecuacién 2.22 es la ecuacion de onda arménica de longitud de onda A y amplitud po ¢y
propagandose en direccion z a la velocidad vg. Dentro de este andlisis a primer orden, la
velocidad del sonido es independiente de po@p.

2. 3. Procesos con elevada disipacion: ondas de choque.

Consideremos el proceso de formacion de una onda de choque en una tobera, como se
representa en la figura 2.1.

Suponemos un flujo de gas ideal unidireccional. En este caso, las ecuaciones requeridas
son las ecuaciones de conservacion y las ecuaciones constitutivas del fluido Newtoniano,
la ley de Fourier y la ley de los gases ideales, independientes del tiempo y despreciando
efectos gravitatorios. Estas son:



Figura 2.1. Formacion de una onda de
choque en una tobera. El gas entra a
condiciones del punto cero, y después de
la contraccion se forma la onda que pasa
en una distancia muy pequeiia de las
condiciones en el punto 1 al punto 2.

V.py =0 (2.23)
p(v'Vy)=-VP+V.z (2.24)
pCy (v-VT) =v-VP-V.g+1:D (2.25)
T = —%u(V-z)£+2uQ (2.26)
g=—kVT (2.27)
P = pRT (2.28)

A régimen permanente, independiente del tiempo, tenemos las siguientes relaciones,
tomadas en cuenta en la ecuacion 2.25:

dT P

N v/ N v/ .
7 Y T y 7 Y P (2.29)

En la direccion x, las ecuaciones 2.23 - 2.26 se reducen a:

Cpn=0 (2.30)
o (vx%> - —‘;—i + ddff 2.31)
pépvxili—i = vxfl—i - C;_qxx + Txx% (2.33)

Substituyendo la ecuacién 2.32 en las ecuaciones 2.31 y 2.33, y la ecuacion 2.27 en la 2.25
se obtiene:

dvy  dP 4.d dvy
P (VXE) = T dx ' 3dx (“ dx) 2-34)
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A dT dpP d dT 4 dvx

Las ecuaciones 2.28, 2.30, 2.34 y 2.35 son 4 ecuaciones con 4 variables a determinar
(T, P, p,v),, a partir de las variables conocidas (T, P, p, v);.

Procedimiento.

Integrando la ecuacién 2.30 pPVvy = P1Vi (2.36)

Substituyendo 2.36 en la ecuacién 2.34:

dvy dP 4 d ( dvx>

_ a4 2.37
Pivity ax T 3ax \Fax (2.37)

Substituyendo la ecuacién 2.37 en la 2.35 obtenemos:

Gl [ A (du)] (AT dve)*
PGy = vx |=pivi 3dx \Mdx dx \“ax ) T3\ ax
e _ [ dw, L 4d( du)] 1 d L4 (dn)’
Prax — dx pivi3dx 'udx p1v1d p1v13u dx

dv,

4T
d
: v, 4 (pdr
P1V1 3 p1v1 dx \ dx

A dT de VX 4 d d X

C, — - -
pdx+vxdx p1v13dx< dx

. dT d d d AT
A g Vx = (2.38)

dx dx 3 p1 Vi dx p1v1 dx d
Integrando:

. 1 4 pu od (1 1 dT

C,T+-v2 == — (=2 k— ) +C

A R WA (2“‘) o < dx) G

. 1, k |4Cpd (1,\ Ad

C, T+ =V = - — (= C,— | +C 2.39
pi ot Copiv |3 k dx \2™ rax | TY (2.39)

Para gases ideales: T” ~J %, luego, la ecuacién 2.39 se reduce a:

CpT + 12 = z ll)‘l ” 4 [1v2 +C,T] + C1, la cual se puede integrar para obtener:
P
~ 1 (Cpil ‘1)
CpT + Evi = C1 + Cre (2.40)

Con condiciones limite: x — oo la energia total (cinética + térmica) es finita, por lo que

. A 1
C,=0. Enx=1, CT+ 1= C,,T1+§v%:c1 (2.41)



Integrando la ecuacién 2.37 obtenemos:

4 dv
pivivi = —P+ - p— + Cs (2.42)
3" dx
La constante C3 se determina en regiones lejanas de la onda (x — oo, %‘ = 0) en donde

las condiciones son las del punto 1:

p1V%+P1 =G = plv%—l—leTl

Se ha utilizado la ley de los gases (ecuacién 2.28). Substituyendo C; en la ecuacion 2.42
obtenemos:

4 dv
P+ pivivy = g.ud—;—i—mv%-kl’l (2.43)

Substituyendo la ley de los gases en la ecuacion 2.41 se obtiene:

~ P 1 Y P 1
e o e (Y NEL LD
rpR 2T O (7—1)p+2v’“

resolviendo para P, substituyendo en la ecuacién 2.43 y empleando la ecuacioén 2.36
(p1vi = pvx), se obtiene:

1 1 1 4 dv,
(YT) pCi — EPV)% (%) +pv; = FH TG (2.44)

-1 1 -1 4
Dividiendo entre p: (YT) Ci — EV)ZC <YT) +12 = 3 % % + %

Con la ecuacién 2.36 obtenemos:

y—1 » (Y +1 4 pnvye dvy Vy
— ) C = — o - C 2.45
( 14 > : VX(ZY)+3plv1dX+P1V1 : (245)

Abhora utilizamos las variables adimensionales siguientes:

Vy

0 = velocidad adimensional (2.46)
V1
E = % distancia adimensional (2.47)
Ma, = n numero de Mach (2.48)
Vs
y—1 2 1
y+1 y+1Mad
9 T
B = 3 (v+1) 8y (2.50)
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La ecuacion 2.45 se transforma en:

d
098 = BMar(9—1) (0~ a) @51)
Cuya solucién (ver apéndice B) es:
1-9¢ [BMay (1-00) (&~ &)
S S (2.52)
(¢ — o)

La solucion se grafica en la figura 2.2, en la que la velocidad adimensional varia en
funcién de la distancia relativa a una referencia (xg). El grosor de la onda de choque es del
orden de la distancia libre media molecular. La ecuacién 2.52 cumple con las siguientes
condiciones:

E = —oo, 0 = 1

E = oo ¢ = «

Como a < 1, implica que Ma; > 1.

1.0

s
9k \ | -
g.g B fe—A;—+| 4—
~ |
0.7 |- \ ~
Uy 96 Ma, =2 N
% 051 T,2580R P 1 Figua 22, Velocidad
R e e e P R . 5 adimensional  versus
031 i T distancia relativa,
0.2 » indicando la magnitud
0.1~ I _l_ de la distancia libre
0 -1.0 ~0.5 0 +0.5 +1.0 media. Ma; = 2, T; =
(x - xp), cm x 10° 530°R.



Apéndice A.

Solucion de la ecuacion de onda. Método de separacion de variables.

Partimos de las ecuaciones 2.20 y 2.21:

9%p 22
9z ~WYP
La solucién propuesta tiene la forma: p (x,¢) = T(¢)X(x)
- ’p ’
L oruxw oy 2P - Txw

Substituyendo A-3 en A-1:

2 _
T"(x)  ,X"(x) con Vi = constante,

T(x) ° X(x) la cual da origen a dos ecuaciones:
T —k*T =0
X'-k¥X =0

Para soluciones periddicas se requiere que k < 0. Las soluciones de A-S son:
T(t) = Acos(kt) + Bsen (kt)
X(x) = Ccos(kx/v;) + Dsen (kx/v,)

Substituyendo en A-2 obtenemos:

p (x,t) = [Acos(kt) + Bsen (kt)] [Ccos (kx/vs) + Dsen (kx/v,)]

Sea A la longitud de onda. Las condiciones de frontera para A-8 son:
p(0.1) = p(A,1) =0

dp(xvo) — 0

y las condiciones iniciales son: p (x,0) = po y —;

Por la primera condicién de frontera:

p(0,7) = 0 = C[Acos(kt) + Bsen(kt)] que implicaque C =0.

Por la condicidn inicial:

dp B
E(X,O) =0

— kAsen (kt) + kBcos (kt)] {Dsen (@H B =

Vs

La ecuacién queda como:

kx

p(x,1) = [ADcos (kt)] {sen (_ﬂ

Vs

(A-1)
(A-2)

(A-3)

(A-4)

(A-5)

(A-6)
(A-7)

(A-8)

(A-9)

(A-10)

0 (A-11)

(A-12)
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La segunda condicién de frontera nos da:

p(A, 1) = 0 = [Acos(kt)] [Dsen (ﬂ)] Implica que kA =7an, n==+1,£2 ...

Vs Vs
Tnvg
Con lo cual la constante k es evaluada como: k&, = T n=1,23 ... (A-13)
Substituyendo A-13 en A-12 obtenemos:
knx
pn(x,t) = [AD], [cos (kut)] |sen | — (A-14)
Vs

La solucion completa es:

= kax\ o X
Pn(x,t) = ZCncos(knt)sen (V_s> = Z::Cnsenkn (— —t) (A-15)

n=1 n=1 Vs

Aplicando la primera condicion inicial, y considerando la ecuacion A-13, obtenemos:
Pn(x,0) = i Cpsen (%) = Po (A-16)
n=1 A

Multiplicando ambos lados de la ecuacion por sen (” Tx) obtenemos:

i C, sen (%) sen (%) = posen (7:;1x>

n=1

Considerando una funcién continua, la sumatoria puede ser representada por una integral,
de tal forma que:

A n n A T
Cy / sen <£> sen( mx) dx = po / sen< mx> dx Resolviendo las integrales:
0 0

2 ) 2
_ 2Py i
Co= - [1=(=1) (A-17)

Substituyendo A-13 y A-17 en la solucién A-15 obtenemos:

(o)

Pn(x,t) = Z @Cnsen [n;L—ﬂ(x — vst)} (A-18)

=1 nw

Para obtener la ecuacién 2.22, imponemos la condicién de p(0,0) = po, tal que para
n=1:

4 T
p1(x,t) = po + %sen [I(x — vst)} (A-19)
que es de la misma forma que la ecuacion 2.22, si k, = %, en la ecuacion A-13.



Apéndice B.

Solucion a la ecuacion de onda de choque.

Partimos de la ecuacion 2.51:

09% = BMar(9—1) (o~ ) @51)
Integrando:
do B £
JoGi6—a = prae (D

Integracion por partes:

¢ A B A(@—-a)+B(¢—-1)

= = B-2
G- -@ -1 6-a_ (61060 -
de donde, A = ! , B = i
l-o l -«
do _ d¢ dp 1 1l - _
/¢(¢_1)(¢_a)—A/ BT = g 1o 1] — ainlg — o]
1 9 — 1] )
l—aln|¢)—a\“ (B-3)
Substituyendo B-3 en B-1 obtenemos:
m =1l — pua - &) (1-a (B-4)

n
9 — al”

que es igual a la ecuacion 2.52.
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Tarea 2

2
1. Demostrar que la solucién de la ecuacién de onda aa—l’; = v2V2pes:

P =po {1 + @osen {277: (z— st)] }

2. Velocidad, temperatura y cambios de presién en una onda de choque. (Problema
11 A5)
Aire a 1 atm y 70° F fluye inicialmente a un nimero de Mach de 2 a través de una
onda de choque estacionaria. Calcular las siguientes variables (y= 1.4, C, =
0.24BTU /IbmF):

a) La velocidad inicial del aire.
b) La velocidad, temperatura y presion después de la onda de choque.

c) Los cambios de las energias cinética e interna a través de la onda de choque.

Respuestas:

a) 2250 ft/s.
b) 844 ft/s, 888°R; 4.48 atm.
¢) Energia interna = 61.4 BTU/Ibm; Energia cinética: -86.9 BTU/Ibm.

3. Compresién adiabdtica sin friccién de un gas ideal. (Problema 11 A.6.)

Calcular la temperatura alcanzada durante la compresion de aire, inicialmente a
100° Fy 1 atm, cuando se reduce el volumen 0.1 de su valor inicial. El proceso es
adiabdtico sin friccidn, y ocurre en una maquina de combustién interna. y = 1.4.

Respuesta: 950° F.



Capitulo 3

Balances Diferenciales

Este capitulo consta de las siguientes partes:

1. Conveccidn-difusion de calor en sistemas cerrados.
2. Sistemas cerrados con generacién interna de calor.

3. Transferencia de calor interfacial en sistemas abiertos.

3.1. Conveccion-Difusion de Calor en Sistemas Cerrados.

En esta parte se considerardn los siguientes problemas, en los que la disipacién viscosa es
muy pequefia en comparacioén de los términos de conveccién y conduccién (difusién). En
este caso, la ecuacion de conservacion de energia (ecuacién 1. 37) se reduce a:

pép(%—erg-VT) =-V.q=kV°T CRY

Se analizaran los siguientes casos:

a).- Conveccion forzada en tuberias.
b).- Transpiracion fisica.
¢).- Conveccién natural.

3.1.1. Conveccion forzada en tuberias.

Se considera un flujo Newtoniano de densidad constante a presion a través de un tubo de
seccion uniforme. La pared de la tuberia se calienta desde la entrada (z = 0) hasta unalongitud
L, como se muestra en la figura 3.1. El flujo se considera independiente del tiempo después
de una longitud L, a la cual se desarrolla un perfil térmico estable.
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AN

v

N ="~
u
R
J‘J"-1
e’

=0 I

El flujo de calor
aplicado 2mRzq,

Figura 3.1. Flujo a presion de un liquido incompresible con perfil de
velocidades parabolico. El fluido se calienta por un flux de calor aplicado en la pared
del tubo, desde una temperatura T = T; hasta el desarrollo estable del perfil de
temperaturas.

APRZ 2 2
El perfil de velocidades es: v, = i (1 — I%) = vma;x(l — I%) (3.2)

Bajo régimen permanente, la ecuacion 3.1 se reduce a:

r*\ (0T 19 ( 0T\ 0T
Sy (1= )5 )=k |- (r=) + == (3.3)
pCmeax(l RZ) (81) k [,,ar (r a,,) T 8z2}

Con condiciones de frontera radiales:

8_T —0 (minimo de la temperatura en el centro del tubo) (3.4)
dr r=0
oT (3.5
k 5 = qo (el flux de calor es constante en la pared)
r=R

El flux de calor se encuentra en direccion opuesta a la normal de la superficie del tubo.

En la direccion axial, la condicion de perfil térmico desarrollado <% = o) implica que no

podemos usar la condicion de 7' = T} en z = 0. Esto implica una longitud L" a partir de la cual
el perfil es desarrollado o permanente. Esta condicion requiere de una ecuacion de balance
adicional dada por el balance de energia integral. Este se obtiene integrando la ecuacion 3.1

en el elemento material:

pép///y~V(T—T0)dV:—///V-gdv (3.6)

Donde V es el volumen del elemento material y 79 es una temperatura de referencia. Por el

teorema de la divergencia:

pC, [T~ Toyv-nas =~ [[

~ 27[ R r2 27[ z
PCP/ / (T — To) vimax <1 - —2) rdrdf = —/ / qodzRdO
o Jo R o Jo

R R r?
pvamdx/O (T — Tp) <1 — F) rdr = qoRz T =T(rz) 3.9)

nds 3.7

BN



En el caso particular en que 7 fuera una temperatura promedio T, entonces:
p ép (T—Ty)Quo1=Q lo que implica que ~ wAH = Q 3.9)

donde w = pQ,,; es el gasto masico. La ecuacion 3.9 representa el balance de energia
integral que se analizard en el capitulo 6. A continuacion, se procederd a la solucion de la
ecuacion 3.3 con las condiciones 3.4, 3.5 y el balance 3.8. Primeramente, se definen las
siguientes variables adimensionales:

Z
6= (3.10)

Se substituyen estas variables en la ecuacion 3.3:

(1-¢&?) (3_2) :I%MXE% (5%>+%} @3.11)

Donde o = k/pC, es la difusividad térmica. El nimero adimensional que relaciona la
conveccion con la difusién es el nimero de Peclet P, = Rvmar/a. Una solucion analitica de
la ecuaci(’)n 3 11 involucra una solucién asintdtica a valores grandes de P,. Esto implica

que a C > 8 C2’ por lo que la ecuacién 3. 11 se reduce a:

() - ek 1 (2)

Con condiciones de frontera radiales:

oT oT

— =0, k—=- = goR vy laecuacion 3.8, que en términos adimensionales es:
IS |e—o IS |g

R? R

B o Covuac || (T~ T0) (1 - %) £ = g0

1
Po [ (= o) (1= £) 6 = ¢ (313)

T—

Lo que sugiere una temperatura adimensional g = R/k
q0

. Las ecuaciones 3.12 y 3.13

adoptan las siguientes formas:

(32) = mi=e [zaz (45 a1
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P/ (1- &%) EdE = ¢ (3.15)

.. 8_9 -0 8_9 -1
Con condiciones: PR £=o Y - 3.16)
La solucion general puede ser representada por 8(&, {) = Col + P (§) 3.17)

donde Cy es una constante, sugerida por la ecuacion 3.14. Efectuando la derivada axial:

e (1—52)é=d%(5‘3—‘é’)

2 4
3
8_1// = P,Cy (é — %) +% integrando ¥ = FCo (é : ) + C1Iné + G

g &
Substituyendo en 3.17: 0(¢,0) =Col+ FCo (— - E) +Ci1lnE +C, (3.18)
Por la condicion de frontera 3.16 en el centro del tubo obtenemos C; = 0 3.19)
26 £ & P.Co
- = P.C = - = = =1 Co=+4 %, 3.20
IE |, eO<2 7). 2 — Co = 4P, (3.20)

Substituyendo C; y Cp en la ecuacion 3.18 obtenemos:

4
0(&,8) =— C + (62 : ) +C Substituyendo 6 en la ecuacion 3.15 se obtiene:

P aee(2-5)v0)0-e)ga =g

1
Primer término: P 4
e
S do térmi 7
egundo término: %
Tercer término: %

Asi,

/()1{%@+<§2_%4>+C2}( i)édé_}é %jL%_)CZZ_%



Finalmente:

4 gt 7
) = — 2_>2 ) - = 3.21)
€o-5c+(2-%) -5
La cual cumple con las condiciones 3.15 y 3.16. Podemos definir el niimero de Nusselt
adimensional:

40 2Rqo 2

Nu = = = .
u kAT/oR k(T — Tp) 9‘};:1 — 6 (3.22)

Que expresa la relacion entre el calor transferido al fluido (gg) y el calor conducido en el
fluido desde la pared hasta el seno del fluido. La temperatura en la pared es:

4 11

Ol = — 3.23
Y (3.23)
Definiendo el promedio dindmico de la temperatura en el seno del fluido:
2w . R
fo fo T(r,z)vz(r)rdrd@
Tp = o en términos adimensionales:
2w . R
f f vy(r)rdrdo
0 0
1 2
- fy 00—ED2dE _ 4¢ 3.24)
Jo(1=§2)¢ag  Pe
Substituyendo las ecuaciones 3.23 y 3.24 en la ecuacion 3.22 obtenemos:
Nu=48/11 3.25)

que describe el valor asintdtico del nimero de Nusselt a distancias grandes de la entrada. A
partir de la ecuacion 3.21 podemos conocer las temperaturas en el centro y pared del tubo:

7 11
9|f=0 = 0p T o y 0'{:1 = 06y +£ (3.26)

A medida que avanza axialmente, el perfil radial de temperaturas se mantiene constante y la
temperatura a lo largo del tubo aumenta linealmente para gp > 0 (ver figura 3.2). Este
aumento puede expresarse en cantidades dimensionales a partir de la ecuacion 3.24:

. i Tpy—To _ 4az (3.27)
Qb(Z) B Pe { - qoR/k " UmaxR?
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| Centro del tubo

=0 C_J Z «—pared del tubo
m~——] Regiodn cercana a la entrada
= S
. __/ Region lejos de la entrada
___/ En la region lejos de la entrada el perfil radial de temperaturas
L) es el mismo a lo largo del tubo. La pendiente en la pared es la
misma.
_'//
— B
Sy

Figura 3.2. Desarrollo del perfil de temperatura a lo largo de un tubo con flux de calor
constante en la pared.

3.1.2. Transpiracion fisica.

Consideremos un sistema que consiste en dos esferas porosas concéntricas con radios R y
KR (x < 1) con temperaturas T, y Ty, respectivamente. Aire fluye radialmente en la region
entre las esferas como se muestra en la figura 3.3. Desarrollar una expresion del flujo de
calor por unidad de tiempo que debe ser removido de la esfera interior como funcion del
flujo masico del fluido. Suponer velocidad del fluido pequeiia.

Corazas esféricas R
porosas

~// TR o Figura 3.3. Enfiiamiento por
/ / \ transpiracion.
ATEE [ serperti La esfera interior se enfria por
aTe % T deenfria > p

\\ miento medio de un serpentin de
enfriamiento para mantener su
temperatura a T,.
Cuando el aire fluye entre las
dos esferas, se requiere menor

flujo de refrigeracion.

Flujo de aire



Solucion.
Se obtiene un menor flujo de refrigeracion cuando el sentido de la velocidad del aire es el

opuesto al sentido del flux de calor. Definamos la eficiencia de la transpiracion como:

Qo—0Q
E = 3.28
0 (3.28)

donde Qy es el flujo de calor cuando la velocidad del fluido es cero, de tal forma que el

sistema es mas eficiente si Q — 0.
Ecuaciones de conservacion en coordenadas esféricas con componente radial (ver tablas):

pd
Masa: T (r vr) =0 3.29)
dv dP 1d , ,
. r_ _ 9 il (3.30)
Momentum: P Vr ar ar +u 2, (r*vr)
Energia: ¢4t k d(,dT (3.31)
. = — — 14 .
8 PErYr r2 dr dr
Integrando la ecuacion 3.29: pr2 v, = constante = % (3.32)
Substituyendo la ecuacion 3.29 en la 3.30 e integrando obtenemos:
2 4
w R
P(r)—PR) = ——= |1 — — .
0 -r® = s (1-5) (3.33)

En este problema se considerardn gastos masicos pequefios, por lo que la diferencia
de presiones sera pequena. Substituyendo la ecuacion 3.32 en la 3.31 obtenemos:

wCpdT-_ d (o dT (3.34)
Amk dr  dr dr
Defi . wép B 47rr2pvrép B R%vg _ PR
efinamos: ATk = ey =g le 3.35)
r=R r=R
donde P. es el nimero de Peclet. Si u = rz% , la ecuacion 3.34 se transforma en:
d dr

P(,,Rr—u2 = d—b: la cual se puede integrar: In(u) = PeR/ 2 + InCy  para obtener:
dr C .

u= Cpel="*%"), porlo que: e i e integrando:
dr  r?

1
T =C; /e(_PeR/’)r—zdr + (2 resolviendo: T=0C el =R &) (3.36)

con Pe=constante
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Las condiciones de frontera son:

Tl =T, Tlg=T (3.37)
Aplicando las condiciones 3.37 a la ecuacion 3.36 obtenemos:

T = G5 e(=Fe/x) 4 G y T =GCs (P o C, , que resolviéndolas obtenemos:

T T ) R 118
T — T B e(_Pe/K) — e(_Pe) ( ) )

El flux de calor es:

s BR (=) ]

)
qr = _kE =k [(TK_TI) e(=Fe/x) — o(=Fe)

El flujo de calor se obtiene integrando:

2 m 2 ym P,Rel~eR/r)
0= / / qr(—ny)dS = — / / qrrd0(rsen0)d¢ = 4nk | (T —Tp) TR —ey
0 0 0 0 e ’ —e e

B P.R _ AmkP.R(T, — Ty)
Qlrxr = 42kl =T0) T p 57 = Gwwi—w — (3.39)

Que es la expresion del calor removido en la esfera interior. Como Qg = Q|p,0
La expansion del término exponencial da:

ATKPR(T\ —T¢)  4mkP.R(Ti —Ty¢)  4mkR(Ti —T)

0 = — (3.40)
1+(5)(1-x) -1 (%) (1-x) (1-x)/x
: : b
Definiendo al nimero modificado de Peclet: ¢ = (;) (1-x) (3.41)
Ol,_r  ATERT-Tofeo —1 ¢ o y .
0o  WERRT-TOjy | 9 —1 La eficiencia (ecuacion 3.28) es:
_ Q—Q _ ¢ . . - )
E=——=1- . Expandiendo la exponencial para valores pequefios de ¢:
Qo (e®-1)
9
¢ 2
€=1- = (3.42)
(1+9+%)-1 143
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3 f de transpiracion fisica.
B i e i 1 . 1 Variacion ~— de  la
A 1 : | — ! — eficiencia en funcion
i e ' | \ . ,
0 L - | | = ' | ; ' ; del numero de
Velocidad de transpiracién adimensional, ¢ Peclet mOdlﬁcadO

Cuando ¢ es grande, € — 1, y cuando ¢ — 0, e—¢/2, la variacion es lineal. En la figura 3.4
se muestra una grafica de la eficiencia en funcion del numero de Peclet. A valores de P.
pequefios, inicialmente la eficiencia crece linealmente, y se vuelve asintdtica a valores
mayores de ¢ = 4.

3.1.3. Conveccion natural.

Es el movimiento de un liquido debido a gradientes de temperatura.

Ecuacion de Boussinesq.

Su deduccidn parte del balance lineal de momentum para un fluido Newtoniano en donde la
densidad depende de la temperatura:

p(T) (%ZJ@-VZ) = —Vp+uVi+p(T)g (3.43)

En un liquido, la densidad depende de la temperatura de forma lineal:

p(T)=p+ <g—’;)T(T—T)+--- (3.44)

Donde p es la densidad del fluido a T (temperatura de referencia). Definiendo el coeficiente de
expansion volumétrica f3:

1 ov\  [ap™'\  1(9p 345
p=v(5r) =e (%) =-5(57), (349
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La densidad puede ser expresada como:

p(T) :p_pﬁ(T_T)+... (3.46)

Substituyendo la ecuacion 3.46 en la 3.43 obtenemos:

_(d _ _ = —
p (EZ‘I‘Z' Vz) = —Vp+pg+uViv—pgB (T-T) (3.47)
La cual es la ecuacion debida a Boussinesq. En conveccion natural (movimiento del fluido
debido a gradientes de temperatura) el gradiente de presion es debido al peso del liquido.
Esto es: Vp = pg que implica que:

p (%Hy- Vz) = uViv—pgB (T -T) (3.48)

Celda de conveccion natural.

En esta celda el fluido en contacto con la pared que tiene una temperatura 7> asciende por
flotacion y el fluido en contacto con la
superficie fria a 77 desciende, como se
observa en la figura 3.5. Por medio de las
ecuaciones de conservacion, se  busca
calcular los perfiles de velocidad vy
temperatura.

Distribucién de
temperatura
T(y)
Distribucién
de velocidades
viy)

Figura 3.5. Celda de conveccion natural o
libre. El liquido se encuentra en
movimiento debido a wun gradiente de
temperatura en la celda.

Pared caliente

Las ecuaciones de conservacion a régimen estacionario son las siguientes:

Masa: V-(py) =0 (3.49)
Momentum: P (v-Vv) = uV?v —pgB (T —T) (3.50)
Energia: pCp (v-VT) = kV?T (3.51)



Los vectores de velocidad y gradiente de temperatura son:

oT
v=1(0,0,v(y)) y VI = (O, a—y’ 0) entonces, las ecuaciones 3.49-3.51 se reducen a:

Jd _
2 (pr) =0 (3.52)
Z
v, _ — —
0= uﬁ—pgﬁ (T-T) (3.53)
9°T
0=kZ2 (3.54)
dy?
Integrando 3.54: T=Cy+C(C,. Junto con las condiciones de frontera:
— 1
Ty =T, Tly—sp =T1  obtenemos: T=T— EAT%} (3.55)

donde T= % (I1 + T») y AT = T, — Ty . Substituyendo la ecuacion 3.55 en la 3.46

obtenemos el perfil de densidades:
5B AT ()_’) (3.56)

lo que comprueba que la ecuacion 3.52 se reduce a P 97 v: =0y justifica la ecuacion 3.53

v,

(v-Vy) = Ve = 0 . Substituyendo 3.55 en 3.53 obtenemos:
z
9%v, 1_ = y dv 1p = .y
9% _ 5 AT(-) A S )Y e :

U P 5 pgpB ,) Integrando a > ,ugﬁ p TGO (3.57)
Con condiciones de frontera: Velyep = velyeyp, =0 (3.58)
lp = 2 )’3 y

10N * = —— AT b = 7
Y con solucion: Vi =1 m gB [ 5 b (3.59)
Que también se puede expresar como: pv:b = iE gB AT b’ i _2 (3.60)
n o 12u2 b
. p? 3
donde el nimero de Grashof esta definido como: Gr = Egﬁ AT b
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3. 2. Sistemas Cerrados con Fuente de Calor
Interna.

Esta parte consta de 4 casos:

1. Conduccién en liquidos con disipacién viscosa.
2. Conveccién-conduccién con reaccion quimica.
3. Conduccién en sélidos con fuente de calor eléctrica.

4. Conduccioén en solidos con fuente de calor nuclear.

De acuerdo con la ecuacion 1. 37, la ecuacion del balance de energia podemos expresarla
como:

. OT
pc,,a—t = kV2T + Qy (3.61)

Donde Qf es el calor generado dentro del sistema. Cuando es por disipacion
viscosa, entonces Qf = 7:D.

3.2.1. Conduccion en liquidos con disipacion viscosa.

Considérese un flujo de corte simple entre dos placas paralelas separadas una distancia h, las
cuales se encuentran a diferentes temperaturas: Tgly,—o ¥ Tily=p , como se muestra en

la figura 3.6.

U—

Figura 3.6. Flujo de corte simple entre dos placas paralelas, la superior moviéndose a una
velocidad constante U. Las placas se encuentran a diferente temperatura.



En este caso, para un fluido Newtoniano, @f = 2:D.

vy vy
= Txya_y , Ty =H a_y

Il
IS

0 2
Porlotanto, T:D = U ( 8;) . El gradiente de temperatura y el vector velocidad son:

aT U
VT = (07 a_yao) , Y= (Zyv 07 0>

En coordenadas cartesianas, la ecuacion 3.61 se reduce a:

., OT  J°T v\’
Cov,— = k—— - 3.62
PEr o ay2+“(ay) -
oT v .
Como se supone que —— = 0, y conociendo que —= = —, la ecuacion 3.62 se reduce a:
ox dy h
d*T U\*
0=k— - (3.63)
i (h)
Con condiciones de frontera:
Tl,o=To ¥ T,y =T (3.64)
2.2
U\ Cry
oo T == ) 4 22
Integrando: 7 ( h) 7 T G

Con las condiciones 3.64, el perfil de temperaturas resultante es:

T -T, 1 2
o _y, 1 nU () (1-2) (3.65)
h—To h 2k(1 —Ty) \h h
nu?
Donde Br = ———— es el nimero de Brinkman. 3.66
k(Ty — Ty) (3.66)
L ion 3.65 ti Axi ar _ 1 1o (12 _ g, queda:
- = — — Dbr —_— e N .
a ecuacion 3.65 tiene un maximo en dy n 2 T
y_v (1 (3.67)
2" (Br)
1 .
Para Br > 2 , existe un maximo entre las placas. Si Br — o | entonces % =5 y el maximo se
encuentra a la mitad de la distancia entre placas. Si T; = Ty, entonces el perfil seria:
T —-Ty 1 y y
_'B (_> (1__> (3.68)
o 2 \n h
Br— PV | méximo estaria en > = » todo B
= el maximo estariaen - = =  paratodo Br.
donde br K (To) s Y Ln_ a2 P
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3.2.2. Conveccion-conduccion con reaccion quimica.

Considerar un reactor quimico como se muestra en la figura 3.7., en donde el fluido pasa

Pared Particulas Particulas de Particulas
aislante inertes catalizador Az inertes

Reactivos
\AAARAARAR
Productos

Zona ll 5 Zona llI—

Figura 3.7. Flujo de fluidos a través de un medio poroso. En las zonas I y III, las
particulas son inertes. En la zona Il se efectua una reaccion quimica.

a través de 3 zonas de medio poroso. Las zonas I y III estan llenas de particulas inertes y la
zona II contiene particulas activas con catalizador. Los reactantes a la entrada de la zona I
tienen una temperatura 7; y velocidad superficial vo. Suponer transferencia de calor
solamente en la direccion axial (z) y flujo de velocidad constante tipo tapon.

Para aumentos moderados de temperatura, en el caso exotérmico, la fuente de calor tiene una
expresion linealizada de la expresion general de Arrhenius. Esta es:

T-Tp

Sc = SClﬂ (3.69)

endonde Sc; y 7o son constantes empiricas. En este caso, la ecuacion 3.61 se reduce a:

. dT  d’T T —Tp
Covo— =k—— + S¢1 ——— 3.70
pCpvo Iz 12 + S¢y T ( )
) w o )
donde k es la conductividad efectiva y Vo = TR p Se definen las siguientes variables
: . T —Ty Z
les: 0 = ——— Z=— .
adimensionales T =T, I 3.71)
La ecuacion 3.70 se transforma en:
dT k d’T S o 1 d*0  SciL
= e (T = (- T) S+ e
Ldz  pC,vL? dz pCpvo dz P, dZ=  pCpvg
de 1 d*e Sei L
= _Z - 1NO donde N=—7 (3.72)
iz Paz " pCovo (Ti — Tp)



La ecuacion 3.72 es una ecuacion lineal de segundo orden con coeficientes constantes.
Se puede escribir como:

(D> —P,D+P,N)8 =0  con solucion que involucra las raices del polinomio cuadratico:

1/2
P, 1 P, 4N
m="Lg-[PP-apN"=t1x(1-2 En las zonas I y III, N = 0.
2 2 2 P,
Zona I: 91 = Clemlz + Czemzz — my = 0, my, = Pe
Zona II: 0, = C3e™Z + C,e™?
Zona III: 0, = Cse™Z + Cge™: -  mg=0, mg=P, 3.73)
Con condiciones de frontera:
Entrada: T=T,; — O1l,00—00 = 1
) dr :
Salida: % =0 — Oul,,, =0
Interfase (I, I1), Z=0 T/ =Tn — 0, =0,
dTy, _ dT '
Interfase (I, 1), Z=0 d_zl = d—Z" — 0, =0y,
Interfase (II, III), Z=1 T” = TIII — 6” = 91”
dT dT . .
Interfase (11, 1II), Z = 1 — == 0, = 6, (3.74)

Solucién para P.>>N, o sea N/P. = 0. En este caso: m3 = N, my = P, . Esta

aproximacion se obtiene al hacer uso del teorema del binomio: (1-x)'? — 1-(1/2)x.

Aplicando las condiciones a la entrada y salida, obtenemos que C; =1y Cs=0. Luego:

61 =1 + CzePeZ
6" = C3€NZ + C4ePeZ

6111 == CS (3.75)
EnZ=0: 1+C=Cs3+Cy, P.C> = C3N + C4P.
EnZ=1: Cs=Cs; e+ CyePe, C; NeMV+ CyP,ePe =0
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Si P, es grande, entonces 0=C>=Cy, lo que implica que C3 = 1. La solucion para las
3 zonas en este grado de aproximacion es:

01 =1
6, = eN”
0, = eV 3.76)

En la figura 3.8 se muestra la solucion para varios valores de N. Los valores positivos corres-
ponden a reacciones exotérmicas y los negativos a reacciones endotérmicas.

Zona ll, en donde se
produce calor por

Zonal reaccion quimica Zonalll
‘10 T T
N=2
= {N=1
|
— 1
& ol=1
2 N=-1
=
|
? 01k 7 N=-2 Figura 3.8. Temperatura en
o] funcion  de  la distancia.
Solucion de las ecuaciones 3.76
001 A para diferentes valores del
"~04 -02 0 02 04 06 08 10 12 numero adimensional N (calor
Z=zL de reaccion/conveccion).

3.2.3. Conduccion en solidos con fuente de calor eléctrica.

A régimen permanente, la ecuacion 3.61aplicada a solidos se reduce a:
0 = kV?T + Qf (3.77)

Considerar un cable conductor de corriente eléctrica que se calienta debido a la energia
térmica disipada por la resistencia al paso de la corriente. Esta resistencia es inversamente
proporcional a la conductividad eléctrica, representada por la ley de Ohm:

i =kyE/L
donde i es la densidad de corriente (amp/cm?), k. es la conductividad eléctrica (ohm™ecm™),
E es la caida de voltaje a lo largo del cable de longitud L. El calor disipado/unidad de tiempo
es Qr = i%*/ke.
La temperatura en la superficie del cable es 7y. La relacion entre la conductividad
eléctrica y la conductividad térmica esta dada por la ley de Lorenz (ecuacion 1.57):

Ly = =25 x 1072 volt? /K*? (0°C)

Toke



Luego entonces: Qr = L Lk Tk (3.78)

(k esta dada en unidades de watt/cm °K). En coordenadas cilindricas,

1d [ dT\ Oy Orr?
0=_-——|(r=—= =l R .
PP (r dr) + T Integrando dos veces: 4 +Cilnr+C
. . d
con condiciones en la frontera siguientes: T|,—g = To ¥ I =0 3.79
r=0
Qf R2 },.2
Resultado de evaluar las constantes: 7 —Tp = s 1- RZ (3.80)
El voltaje correspondiente a la maxima elevacion de temperatura es:
OrR> R* E? R> E? 41>,
Toax—Tp = L — = —ky— = ——— — (Tyax—To)LxTo— = E :
max 0 4 k Ak e 12 4Lk Ty 12 ( max 0) K10 R2 (3 81)
El flux de calor en la superficie del cable es:  g,| _, = — d_T = %
= dr|,_p 2
Por lo que el flujo de calor en la superficie es:
L r2n R
0-— //q-QdS _ / / g RdOdz — ZERL% — TR’LQ; (3.82)
= 0 Jo '

3.2.4. Conduccion en solidos con fuente de calor nuclear.

Un reactor nuclear produce calor debido a la fisién nuclear que ocurre en el centro del
reactor de simetria esférica. La reaccion se lleva a cabo dentro de una esfera de radio Rp,
que se encuentra rodeada por otra esfera concéntrica con material inerte de radio Rc, como

se describe en la figura 3.9.

La fuente de calor por la reaccion nuclear es funcion del radio:

}’2
Qf = 0o {l—FbR—%}
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Refrigerante

Capade
aluminio

Esfera de
material
fisionable
7@ Lo
< RO >
e RO ]

Figura 3.9. Reactor nuclear que
consta de dos regiones esféricas: la
interior donde ocurre la reaccion,
y la exterior que contiene un
material inerte. En la parte inferior
se observa el perfil de temperaturas
que tiene un mdximo en el centro, y un
minimo en su extremo exterior.

2
En la region interior, la ecuacion 3.61 toma la forma: V-qr = Qo [1 + bﬁ} (3.83)
F
Y en la region exterior: V-gc =0 (3.84)
N 1d, , r
En coordenadas esféricas: 3 (r qF) =00 |1+b— (3.85)
r<dar RF
1d,, _
> (r QC) =0 (en donde se ha abreviado qr = qrr, qc = qcr) (3.86)
r2dr

Con condiciones de frontera:  qrl,_o =0 y qrl,_g, = qcl,_g,

Integracion de 3.85 y 3.86 nos da:

3 5

r r
r’qr = Qo {—+b—1 +Cy  rPac=0

3 SR:

R: R}

Por la primera condicion de frontera, C1 = 0 . Por la segunda: C2 = Qo [?F +b?

3

r r
Luego: 49r = Qo [—4‘[9—] y qc =

3 5RZ

1 1 b
ﬁQOR% {— + —} (3.87)

35

Usamos la ley de Fourier para calcular los perfiles de temperatura:

dTg dT¢

= —fp— = —kr—=
qr Fdr y qc Cdr

(3.88)

|



Substituyendo la ecuacion 3.88 en la 3.87 e integrando obtenemos:

e
To = f—co EJrgl Rr ey

Con condiciones de frontera: TFlr:RF = T¢| —rp Y Ic |r:RC =T
Aplicando la segunda: Ty = f_co E + 5} g +Cy

Aplicando la primera: is [R6F +b 2(2)1 +C3 = %CO { 3 + g} RIZ: +Cy

Resolviendo para las constantes, obtenemos:

(3.89)

QoRZ | r 3b r QR 3b 1 1
Tr — Ty = l— ) +=(1-— = Fi1+=)(=—-=— (3.90a)
P % (TR T 0 ’ )T 5k (U5 ) \Re T Re
QoR3 | 3\ /(1 1
Te — Ty = 1+=)(=-— (3.90b)
=3 (VT35 )\ Re
La temperatura maxima es: Tg|,y—9 = Thnax
Tyae— Ty = QB8 [1 4 30] L QuRE T 30N (L LN] _ QoRp [, 3b + Tr|
max 10 T ke 10| " ke 5)\Rr Rc)|  6kp 10| " Fir=Re

Podemos también calcular el flux de calor que se va al ambiente usando la ecuacion 3.87:

3 [1 b
qcli—g. = R_éQORF §+§

que es diferente de cero, lo que implica que existe un gradiente de temperatura

dT

ar # 0

en la superficie exterior de la esfera.

r=RC
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3.3. Transferencia de calor interfacial en sistemas abier-
tos.

En sistemas abiertos, la ecuacién 1. 37 incluye un término de transporte interfacial, que en

forma diferencial y a régimen permanente se puede expresar de la siguiente forma:

pCpv VT = —V.q+dQ; (3.91)

donde dQ;=h(T —T,)dA es laley de Newton de enfriamiento. / es el coeficiente de

transferencia de calor interfacial, A es el area interfacial y 7, es la temperatura exterior.

Cuando la transferencia interfacial no ocurre simultdneamente a la conduccion, entonces se

considera a la transferencia interfacial como condicion de frontera del sistema cerrado.
Esto es, se calcula el flux de calor en la interfase ¢i con la ecuacion

Pépk VI =—-V.q y luego se emplea la ley de Newton: dgq;, =h(T;—T,).

3.3.1. Conduccion de calor desde una esfera hacia un fluido en repo-

SO.

Se considera una esfera de radio R cuya temperatura en su superficie es 7z sumergida en
un fluido en reposo a una temperatura 7%, como se observa en la figura 3.10. Se supone
que Tr > Tw. Se propone calcular el nimero de Nusselt del proceso.

TR
Teo

Figura 3.10. Transferencia de
calor interfacial de wuna esfera
sumergida en un fluido en
reposo con superficie a una
TR > Too temperatura distinta a la del fluido.

1 d dT
Conduccién en la esfera:  kV?T =0 — —— (r2—> =0
r=dr dr

Con condiciones de frontera: T|,_p =Tg ¥y T|, 0 = T



,dT

Resolviendo: ™= = G —» T=- 71 +C,  Aplicando las condiciones:
T—1T1,. R
Ta—T. = 3.92)

Notese que esta ecuacion es igual a la ecuacion 3.38 cuando Fe — O . El flux de calor

en la superficie de la esfera es:

dT (Tg — To)
rl—p = —k— = k——= 3.93
q |r—R dr R R ( )
Y el transporte interfacial es descrito por:
arl,—g = 4i = h(Tr — T-) (3.94)

Igualando 3.93 y 3.94 obtenemos: /4 = k/R, por lo que, a partir de la definicion del namero
de Nusselt:

Nu=2| _™_, (3.95)
drlr=r k

3.3.2. Transporte interfacial en una placa plana.

Ta

z=L interfase

z=0 To

Figura 3.11. Transporte interfacial de calor en una placa plana de grosor L expuesta a un
medio con temperatura Ta.

Considerar un proceso no simultdneo de conduccion y transferencia interfacial.

Conduccion en la placa:

d*T .
kVAT =0 — e =0 con condiciones de frontera:
Z
dT q0
T =T i N
‘Z—O 0oy dZ L k
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9 z.  Con esta ecuacion es posible conocer la temperatura en

Lasoluciones T —Tp = —
1. -Ty = — % (3.96)
dT
Glmp = qi = —ka,—Z = qo (3.97)
(3.98)

el flux de calor es constante. Por lo tanto:  qo= h (T — T)

Sumando 3.96 y 3.98 obtenemos:

1 L
To—T, = (T()—TL)—l—(TL—Ta) = —koL‘f‘_q];) = q0 <Z+Z)
(3.99)

qo = U(Ty — T,) donde U = 1—
TR

es el coeficiente global de transferencia interfacial, y representa el inverso de las sumas de
las resistencias (a la conduccion del sélido y a la transferencia interfacial). Cuando la

. . . . 1 L
resistencia en la interfase domina, entonces, - >, ypor lo tanto, qq = h(Ty — T,).

. . ) . (1 K
Si domina la resistencia en el sélido, entonces: qy = = (Ty — T,).
L
La ecuacion 3.99 se puede generalizar para el caso de varias interfases y medios solidos.

Esto es, en el caso de dos interfases y n capas solidas se obtiene:
(3.100)

1 1 &L

U'l=—+—+
ho  h = ki

Un ejemplo de ello es el caso de la pared de un horno de varias capas, que se encuentra

entre el horno de combustion y la atmosfera, como se muestra en la figura 3.12.

Sustancia Sustancia Sustancia
23

T, o1 12
T,
D e e e
Fluido Fluido
T Figura 3.12. Pared
’ de un horno con
2 varias capas solidas.
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3.3.3. Transporte interfacial en un cilindro.

La temperatura en el solido cilindrico con radio Ry es Ty, y la transferencia interfacial ocurre
en la capa exterior con radio R+. La temperatura exterior es 7a y la conduccion y transferencia
interfacial no ocurren simultaneamente. La conduccion correspondiente a la ecuacion

V2T =0 es:

1d [ dT e dT )
P <rﬁ) =0 lo que implica que P = Cy eintegrando: T = Cilnr + G
Las condiciones de frontera: T| =T vy d_T _ _ 41 generan dos ecuaciones
. r=fo dr r=R k

algebraicas: :

qgq G
To = CiInRy + & y % =R El perfil resultante es:

1
R

T-Tp=-1"0 0

k Ry

Lo que permite calcular la temperatura de la capa correspondiente a R+, que es T+:

Th—T = C“—Rl lnlﬁ El flux de calor es variable: (3.101)
k Ro
dT _ qiR q1 R
- _k— = luego =gy = 3.102
qr - - g qrl—g, = 90 Ro (3.102)
Grlrer, = @1 = qi = i (T — To) (3.103)
Sumando las ecuaciones 3.101 y 3.103 obtenemos:
giRi . Ri g1 qRo, Ri  qoRo
Ty—T, = n—+-—=—mh—+ —
e T "R T T Tk "Ry TR
Ty — T,
q0R0 = 1% al —
% ll’lR—O + m
Ty — T,
Q=27LqRo = 2L =UA(T) - T,) (3.104)
Donde A=2rnlRy, v U = ! (3.105)
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En el caso de varias capas solidas y dos interfases, como en la figura 3.13, el coeficiente
Global U se generaliza a la expresion siguiente:

1
1 1 R; 1
Ro (gl + T Eings + ')

Por ejemplo, en la figura 3.13, se tienen
dos interfases, 4oy 43y 3 capas solidas de
diferente conductividad.

Figura 3.13. Tubo con 3 capas cilindricas
TINT, solidas y dos interfases, con temperaturas
R interior y exterior de Ta y Tb.

3.3.4. Conduccion y transferencia interfacial simultineas. Aleta de
enfriamiento.

La aleta de enfriamiento se ejemplifica en la figura 3.14. Las consideraciones geométricas

son 2B<<W. El calor se transfiere por
. L ' conduccion a lo largo del eje z
Flitje: de calop hagia y simultineamente se transfiere a
la atmosfera . . .
la atmosfera en la direccion =+ x,
”_I_ZB cuya temperatura es Ta. La
"/
w

resolucion del problema involucra a la
ecuacion 3.91 en forma diferencial, en
I \ o la cual se hace distincion entre la
Calor por conduccion . .
superficie de conduccion y la
superficie de transporte interfacial.

Temperatura de
la pared, Tw

Figura 3.14. Aleta de enfriamiento.

0=-V g+dQ; (3.106)



0= _///v.ngJr//@.QdA _ //Q.QdSJF//ﬁ.QdA (3.107)
W B A%

0:/ / QdedY+// qx;dydz —
0 J-B 0 Jo

qz(2WB) + h(T —T,))(QWZ) =0 (3.108)
dg, h
" dz B (T =Ta) y por la ley de Fourier:
dz_T = I (T —-Tp) (3.109)
dz2 kB
.. dT
Con condiciones de frontera: T|,—o = Tw ¥ e =0 (3.110)
z=L
.. . . . T— Ta Z
Con las siguientes cantidades adimensionales: 6 = , =<
T, —T, L
la ecuacion 3.109 se reduce a:
T,—T,d*0 h d*e  hl?
—_———=—0(T,-T,) —» —=-—80
L? d{? kB (T, ) d (2 kB (3.111)
.. do
Con condiciones de frontera: Oy =1 y —_— =0
¢=0 d
2|,

. , . h1? ., . . .
Definiendo el niimero de Biot: N? = 5 la ecuacion 3.111 tiene la siguiente solucion:

0 = Cysenh(N{) + Cycosh(NQ) Aplicando las condiciones de frontera:

1 = C,cosh(0) y % = NCycosh(N) + NC, senh(N) = 0

De donde encontramos que: C, =1, C; = —tanh(N) y substituyendo en la ecuacion de 6:
0 = cosh(N{) — tanh(N)senh(N{) que es igual a:

6 = Cos;(m [cosh(N{) cosh(N) — senh(N) senh(N{)] = %%V_)O (3.112)

Esta solucion se grafica en la figura 3.15. Se puede calcular el valor de 6 cuando (= 1:

1
cosh(N)

Ol;=1 =
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por lo que el valor de la temperatura en la region del extremo de la aleta depende de N.
SiN—oo, Ol;=1 >0
SiN—0 Ole=1 — 1

La eficiencia de la aleta depende de su capacidad para transferir el calor a la atmosfera, por
lo que se procura tener valores elevados del nimero de Biot. Esto se logra con k£ y B pequenas,
Ly h grandes. Como se observa en la grafica, en la aleta mas eficiente se alcanza tedricamente
la temperatura ambiente en su extremo.

O,

Figura 3.15. Aleta de enfriamiento.

> Variacion  de temperatura en funcion
de la distancia axial. Los [limites del
numero de Biot se indican.



Apéndice A.

Conduccion en sélidos con fuente de calor y transporte interfacial.

En este apéndice se generalizard el caso de conduccién en sélidos con fuente de calor
eléctrica para incluir transferencia de calor interfacial. La temperatura en la superficie del
cable es Ty y la temperatura ambiente es 7. De acuerdo a la ecuacién 3.77:

_1d dTr Qr
0= rdr (rdr)+ k

Oy r?
Integrando: T =-— <7t Cilnr+ G (A-1)

Las nuevas condiciones de frontera son:

dT
Grl,eg = h(To—T,) 'y - =0 de donde C; =0 (A-2)
Ilr=0

Aplicando la primera:

dT R . .
Grl,_g = —k — = orR substituyendo en la ecuacion A-2:

dr|,_p 2

OrR

Ty—Ta= (A-3)

La conduccidn en el solido esta establecida en la ecuacion 3.80:

2 2
T-Ty = OR (M la cual se suma a la ecuacion A-3 para obtener:
4 k R?
OrR  QfR? r
T-T,==2— 422 (1-2 A-4
TR Ta % R2 A9
Otro método: 0/R 0, R
% =h(T-T,) = —%Zjucz ~T,
De las ecuaciones A-1y A-3:
2
G = % % K + T, substituyendo en A-1:
2 k 4
Orr* QR  Qf R’
T=-=L 2T 2T
k42 Txoa
0 OfR . .
T-T,= 4—;; (R* —*) + 2j_h que es igual a la ecuacién A-4.
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Apéndice B.
Conveccion forzada en un tubo. Solucién para la region de la entrada.

Solucidn de capa limite (Levéque).
Suposiciones:
a. Efectos de curvatura despreciables, por lo que se aproxima a una placa plana. La
distancia desde la pared es y =R —r.
b. La capa de fluido se extiende desde la superficie y =0 a y —oo0.
c. El perfil de velocidades es lineal, con pendiente similar a la del perfil parabdlico en
la pared. Esto es:

VoY B APR?
VZ(y)__7 Vo = 2,LLL

En coordenadas cartesianas, el balance de energia es:

~ dT _%

= B-1
pCpv; Iz Iy (B-1)

< vy T _ dgy
PErR dz  dy

AV()8 oT i 0 18(]); AvOa qy\ d la(]y
pcpﬁa_y(Q_z)_ ay(yay - pCPR&z( k>_ dy \y dy

diferenciando con respecto a y obtenemos:

vo 0 d [1dgq . q y .
= 37 (qy) = aa_y (; _yy> Definiendo q_é v y n= I obtenemos:
d 0 [1dy _d (1 0y
o 5= a5 (5 5) P = 5 (5 m)
: z . d o (1dy
= —=— = = — | ——= B-2
Si A RP, entonces, se obtiene &A(W) an (77 an> (B-2)
Las condiciones de frontera serian
z=0, ¢,=0 — A=0, v=0
y=0, qg=q — n=0 ¥=1
y—=®, q=0—- 7n-0 Pp=0 (B-3)
Definimos y = 3/1;7. Las derivadas de y son las siguientes:
dy Jdydy Jdy[ 9 a3 —3n dy
ox “agar x| MM T onpox
dv  dyady dv| 1  (1dy\ 1y ady [—1
an _ dxon oJx Al an\nan) " mant  an \nz
n xon X [ (927) n\non non ni\n




La ecuacion B-2 se transforma en la siguiente expresion:

1% 81//( ):lﬂf
QM) dx  madn*  dn \n? n dx?

_3n3 2
31 8W+8W[(1 ]:n‘)_wl ! ] — =3n°dy  dy 821//[ 1

A7 x Ix [(9M" A % ax "ax  "ax
(-3 ¥ _, 2V (B-4)
0 22
Con condiciones de frontera: W|x:0 =1, W'x—m =0
Solucion.
Sip = 3—;’;, la ecuacion B-4 se transforma en: (1 -3 x3) p=1X g—ﬁz , integrando:

dx p p
1-3%%) /—+C — Iny— 3:ln<—) - - 3:ln(—)
/( | X=X c X G,

X
p=Cixexp(—x°) = g—;’; integrando: Y = Cl/o xexp(—x') dx+C  (B-5)

Aplicando la primera condicion de frontera resulta en C, = 1. Aplicando la segunda:

0=0C /0 xexp(— %3) dy +1 A partir de la definicion de la funcion gamma:

I'(a) = /Ooota_]exp(—t) dt —

o 3
()—3/ xexp( x)dx:3/ xexp(—x°) dx — O =—=
0 r(3)
La solucion se obtiene substituyendo las constantes en la ecuacion B-5:
e / xexp (- el [/ xexp (- dx—/x xexp(—x°) dx]
§ 3

= 2 / xexp( ) dX  que cumple con las condiciones de frontera. (B-6)
§

T oo
El perfil de temperaturas se obtiene integrando la ley de Fourier: / 1 dT = — % / gydy
T y
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Que en variables adimensionales se obtiene:

. T_Tl . 1/3 /oo —

6 = wFk = (94) ; ydy
o T-T 1/3/ / —
= i =(91) Xexp dx| dx

Cambiando el orden de integracion:

— qu;/? = (92)"? /; [F(32) /Xx X exp <—73> d7] dx

3

Integrando:

(9" {_ . ( o X_ s _)}
6 = £ 3 / £y —/ g
ra) |° x\ [ xe ¥ dx— | xe Fdx

Definiendo la funciéon gamma incompleta:

F(g, %3) = /oot%exp(—t)dt
3 x

La ecuacion B-10 se puede expresar como:

1/3 6'7%3 F(%’ 3)

Para este perfil de temperatura, el nimero de Nusselt es:

Nu = 240 donde T, es la temperatura en la placa. Calculando 6,,
k(Tw_Tl)/R
0y = 0], = OA)" T, T
RS Y E BT

De donde se obtiene:

Como )\ = i z entonces:
Pe R

21 (3 Vs
v~ LG (@)

(91)7 \ =z

(B-7)

(B-8)

(B-9)

(B-10)

(B-11)

(B-12)

(B-13)

(B-14)



Tarea 3

1. Flujo tapon con transferencia de calor por conveccion forzada. (Problema 10 B.9.
Bird et al.)

Pastas y minerales concentrados con frecuencia se mueven dentro de canales con un perfil
de velocidades de flujo tapon. En esta situacion, se puede aproximar la velocidad a una
constante vy de una seccion transversal del canal.

(a) En tubos de seccion circular, encontrar el perfil de temperaturas y demostrar que el
nimero de Nusselt con flujo tapon es igual a 8.

Respuesta:
Definiendo:
T — T R
a0 R/k R R o

El perfil de temperaturas es:

20 1

0(6,0) =22+ 28—

(b) Demostrar que para flujo tapoén en una ranura plana de anchura 2B la distribucion
de temperatura es:

9(676)_ﬁ+50 ~ donde 6 = w0

Bv,,;
Pe — max
o

==

o | 2

y que el nimero de Nusselt es 12.
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Tarea 4

1. Enfriamiento por transpiracion fisica en un sistema planar. (Problema 11B.6. Bird
etal.)

Dos placas porosas horizontales separadas una distancia pequefia L tienen temperaturas 77 y
T). Para reducir la magnitud del flujo de calor que debera ser removido de la placa inferior,
un gas ideal a 7y fluye verticalmente a régimen permanente a través de las dos placas.
Desarrollar una expresion para la distribucion de temperaturas y el flux de calor go que
deberan ser removidos de la placa fria por unidad de area, como funcion de las propiedades

del fluido y el flujo de gas. Definir el nimero de Peclet modificado como 0 = Wil
(04
Respuesta:
— O/ — e® T -1
T-T, _"jr—e o=k L(¢¢)
Ty —Tp 1 —e? L e? —1

2. Reduccion de pérdidas de evaporacion por transpiracion fisica. (Problema
11.B.7. Bird et al.)

Para reducir la velocidad de evaporacion del oxigeno liquido almacenado en
pequetios recipientes se emplea transpiracion fisica. Para ello, el liquido se almacena en
recipientes esféricos rodeados por un material aislante poroso dejando un pequefio
espacio cerrado entre el recipiente y el aislante, como se observa en la figura
3.16. El oxigeno evaporado deja el recipiente y fluye entre el recipiente y aislante, y
después fluye a través del aislante poroso.

Calcular la ganancia del flujo de calor y la pérdida por evaporacion en un recipiente de 1 ft
de didmetro cubierto por una coraza aislante de 6 in de grosor bajo las siguientes
condiciones con y sin transpiracion.

Temperatura del oxigeno liquido: -297° F
Temperatura de la superficie exterior del aislante: 30° F

Conductividad térmica del aislante: 0.02 BTU/hr ft F

Calor de evaporacion del oxigeno: 91.7 BTU/Ib

Cp del oxigeno: 0.22 BTU/Ib F

Suponer que el material del aislante se encuentra en equilibrio térmico con el gas y despreciar
la resistencia térmica del liquido, pared del
recipiente, el espacio cerrado y pérdidas de calor
en el tapon.

Pared del

Respuestas: recipiente

Espacio
con gas

82 BTU/hr sin transpiracion.
61 BTU/hr con transpiracion.
Aislante

Figura 3.16. Uso de la transpiracion poroso

para reducir la tasa de evaporacion.



Tarea 5

1. Temperatura maxima en un lubricante. (Problema 10. A-3. Bird et al.)

Un lubricante a base de aceite se encuentra entre dos superficies cilindricas. La velocidad
angular del cilindro exterior es 7908 rpm. El cilindro exterior tiene un radio de 5.06 cm, y la
distancia entre cilindros es 0.027 cm. ;Cudl es la temperatura méxima del aceite si ambas
superficies estan a 158° F? Las propiedades fisicas del aceite son:

Viscosidad: 92.3 cp.
Densidad: 1.22 g/cm’.
Conductividad térmica: 0.0055 cal/s cm C

Respuesta: 174° F.

2. Velocidad de conveccion libre. (Problema 10. A-5. Bird et al.)

(a) Demostrar que la velocidad promedio de ascenso de un liquido por conveccidon natural

correspondiente a la ecuacion 3.59 es:  (v;) = % %gEAT b
Dadas las siguientes condiciones:

Presion: 1 atm

Temperatura de la pared caliente: 100° C

Temperatura de la pared fria: 20° C

Espacio entre las paredes: 0.6 cm.

(b) Evaluar B .

(c) Enlacelda de la figura 3.5, la corriente es aire a las condiciones anteriores. ;Cual es
el valor de la velocidad promedio?

Respuesta: 2.3 cm/s.

3. Calentamiento viscoso de un liquido en una ranura. (Problema 10. B-2. Bird et al.)

Encontrar el perfil de temperatura para el problema de calentamiento viscoso de la figura
3.6 con las siguientes condiciones de frontera: eny =0,T =Ty yeny=h, q,=0.

Respuesta:

- (1) -2 G)
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Tarea 6

Reactor quimico anular. (Problema 10B.15, Bird et al., modificado.)

Una reaccion catalizada se realiza con fuente de calor Sc a presion constante en un lecho
empacado entre dos cilindros concéntricos de radios 1o y 11. El cilindro interior se encuentra
a una temperatura To, y no hay flujo de calor en dicha superficie.

(a) Demostrar, que a presion constante, no hay velocidad radial, y por lo tanto, la ecuacion
de balance de energia con ley de Fourier y con las siguientes variables adimensionales,

r
E=—
ro
T-T
 Serbfakyy

es la siguiente:

by L4 [ 40 -] _ g
g §dé d& ‘
(b) Resolver esta ecuacion con las siguientes condiciones de frontera:
1. Enr=ry, T=T,
2. Enr=ry, =T =0
(c) Demostrar que la solucion es:
O=1-E>42Iné

(d) Encontrar la expresion de la temperatura del cilindro exterior. Calcular ésta con
los siguientes datos:

ro = 0.45in
ri = 0.50in
kepr = 0.3 %
To =900°F
cal
S, = 4800 =

(e) ¢Cuales serian los resultados de la parte (d) si los radios de los cilindros se duplicaran?

Respuesta

(e) 888" F.



2500°F

N

Tarea 7

1. Capacidad de aislamiento de una pared. (Problema 10A.6. Bird et al.)

El poder de aislamiento de una pared es medido por medio del arreglo que se muestra en la
figura 3.17. Se coloca un panel de plastico sobre la pared. Sobre ese panel se
montan dos termopares sobre cada superficie. La conductividad térmica y el grosor del
panel de plastico son conocidos. A partir de las temperaturas medidas bajo régimen
permanente mostradas en la figura 3.17, calcular:

(a) El flux de calor bajo régimen permanente a través de la pared (y el panel).
(b) La resistencia térmica (grosor de la pared dividido por la conductividad térmica).
Respuestas

(a) 14.3 BTU/hr f

(b) 4.2 ft* hr F/BTU. T, =61°F} P e

T, = 69°F superficie del panel

T3 =0°F plastico

Conductividad térmica
del panel plastico

k=0.075
Btu/hr - ft - °F

Figura 3.17. Determinacion (valor promedio
de la resistencia térmica de una entre T1y T2)

pared. —¢ 4-:] L 0.502"

2. Grosor de la pared de aislamiento de un horno. (Problema 10B. 6. Bird et al.)

La pared de un horno esté fabricada con 3 capas: (1) ladrillo refractario, (2) ladrillo aislante,
(3) placa de acero de 0.25 in de grosor. Calcular el grosor de cada capa de ladrillo para obtener
el grosor de pared minimo total si la pérdida de calor a través de la pared es de 5000 BTU/hr
ft?, suponiendo que las capas estan en intimo contacto térmico. Los datos son los siguientes:

Placa de acero Material ~ Temperatura maxima Conductividad térmica

Permitida (° F) (BTU/hr ft F)
a100° F a2000° F

Ladrillo refractario 2600 1.8 3.6
100°F  Ladrillo aislante 2000 0.9 1.8
Acero -— 26.1 -

Figura 3.18. Pared de horno compuesta.
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Capitulo 4

Capa Limite Térmica y Flujo Turbulento
No Isotérmico

4.1. Capa Limite Térmica. Método de von Karman.

Considerar flujo bidimensional alrededor de un cuerpo sumergido, como se expone en la
figura 4.1.

Y

—_—

Fluido con
velocidad v_,

Figura 4.1. Desarrollo de la capa limite en el flujo alrededor de una placa
plana. El grosor de la capa limite térmica es menor que la de
momentum. La temperatura de la placa es Ty.

En la vecindad del cuerpo, las ecuaciones de conservacion son:

aUx avy _
2= 4.1)
vy Ovyy _ 0P 0%v,
92T

~ aT aT
pCp(Ux x +Uy 5) =k W (4.3)
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En la ecuacion 4.3 se ha despreciado la contribuciéon de la disipacion viscosa y la
conduccion de calor en la direccion del movimiento (gx = 0). Si en regiones lejanas a la
capa limite los efectos de viscosidad son despreciables, entonces tenemos la condicion de
flujo potencial:

%p(vf +v}) + P = constante (4.4)

Diferenciando la ecuacion 4.4 con respecto a x obtenemos:

1 du? a . . .
P % =— £ donde U? = v} + v} Substituyendo esta expresion en la ecuacion 4.2,
obtenemos:
vy avx _ au 9%,
P, oy 50 = pU o+ 1 (55) (4.5)

Si en regiones lejanas de la capa limite U es constante, entonces:

ax vy d%v,
p(Vx ‘ y% ::u(# (4.6)

Las ecuaciones 4.6 y 4.3 estan sujetas a las condiciones de frontera

siguientes: Vy|y—o =1 ly=0=0 ¥y Vx|yse=U 4.7
Tly=o=To ¥ Tly-se =T (4.8)
El ntimero de Prandtl (Pr = v/a) define la magnitud de la capa limite térmica dr.

Si Pr> 1, el grosor de la capa limite de momentum es mayor que la capa limite térmica
(0> 0r7). Si Pr<1, r> 6. Integrando las ecuaciones 4.1 y 4.6, obtenemos las ecuaciones

de momentum de Von Karman (integral de momentum):

vy o
(G ly=o = 22 fy pyeU = v)dy (4.9)
Substituyendo la ecuacion 4.1 en la 4.3 obtenemos:

9 dvx 4 aT a%T
- (J, z y] =k (W Integrando:

17
X ax ax

pLolly v 5y = () 52 (T = T)dY) 1 = k (5) ly=o

X
~ ) OT | Ovy oT

pcp fO [Ux_a + % (T - Too)]dy =k (a) |y=0

pt'p fooo % [(T —T,)ve]dy =k (Z—;) ly—o por laregla de Leibnitz y teniendo en cuenta los

limites en 4.7 y 4.8:

( )Iyo f pC, (T = To)vxdy (4.10)



Como ejemplo, considérese los siguientes perfiles de momentum y temperatura:

:—X:Zn—2n3+n4 y<§é
;’—"=1 y=6 (4.11)

To—T
———=2r—2np+n; Yy <&r
0 1o

To—T
To—Tw

=1 y = 6r “4.12)

Donde 77:% nT:alT

Se pretende calcular el flujo de calor en funcion de los nimeros adimensionales requeridos.

Calculamos primero la integral de momentum 4.9 y la integral de la ecuacion 4.10 con los

perfiles propuestos:
[=8) 1 vy X 1
Jo prxU = v)dy = p8v [y 25 (1= %) dnp = pov3 [y (21— 21° + ) (A — 21 + 2n° — 1) dn =
_ 37 2
=27 povd 4.13)
0 A ~ 1
Jo PGy (T = T)vedy = pCyven (Teo — To)O7 fy (20178 — 2078° + A (1 = 207 + 207 — np)dny =

N 2 3 1 -
pvaoo (Too - TO)aT (EA - EA3 + EAL}) = pvaoo (Too - T0)5Tf(A) 4.14)

donde A=4r/8. Substituyendo la ecuacion 4.13 en 4.9 obtenemos:

6vx _ levoo

4 (e _ — 437 g2y =37 248 :

— Jy px(U—vy)dy = — (5 POVE) = o PVS Igualando:

37 2 A8 2uv, . . _2uve (2)315L
PV = integrando: [ §d6 = E e TS [ dx

donde la viscosidad cinematica es v = u/p. El resultado es:

52 = %% (4.15)
Con la integral ecuacion 4.10:

k() ly=o = =25 (Tg ~ T.)

%fom pACp_ (T = Too)vydy = pChve, (Too — To) f(4) ‘Z—'ZT igualando:

% = 67dbr integrando: 6T2 = v:;”(CA) (4.16)

donde la difusividad térmica a@ = k/pC,.
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4ax

or° _ wy@m _ 37 «a 37 P7!
Ahora:ny = === 2 M= =g = = 4.17)

S0y T B5VA) 315 /()
Como f(A) = —A — mA:“ ™ LAt sia<1 entonces la ecuacion 4.17 se
aproximaa A = Pr_l/ 3 (4.18)
yp/3
Luego N1 = mov—55; 4.19)

( 37 Voo )1/2

La ecuacion 4.19 resuelve el perfil de temperaturas expuesto en 4.12.
Célculo del flujo de calor.
WL WL, 0T L, T
Q=2[fy, ay|,_,dxdz=2[f "k (5) ly=odxdz = 2W [k (5) ly—odx (4.20)

Por las ecuaciones 4.10 y 4.14:

Q = 2W [ pCyo(T = T lemsdy = 2WpLy 0 (Ty — T )87 (L)f (4) @“.21)
. . tal 41/2

Por la ecuacion 4.16: 6r(L) = [v f(A)]
. . 37 P, 37 p1/6

Por la ecuacion 4.17: [f(A)] \/315 = \/315 -

Si =2 - cntonces

Voo PrVo PV Py

~ 4ul
Q = 2Wplyves (To — Too) [ £ g \/EP ‘

2
1 _Z
148 3

E[va ] r

Q = 2W (5, %) (B22) k(Ty — T )V

Q= 2WL(§)(T0 —T.,,)(0.685)R./*p!/? 4.22)

Solucion asintética a nimeros de Prandtl grandes (liquidos).

En este caso, como el grosor de la capa limite térmica es bastante menor que la de momentum,
se sugiere un perfil lineal de velocidades a lo largo de toda la placa. Esta variacion se puede
expresar de la forma sugerida por la ecuacion 4.19:



1/3
yP, V. Cy
=T = == (4.23)
Voo

(3717

1
. yaw y5CVay/X _ Cveoy?/x
w=—h =l oY = e (4.24)

Substituyendo la ecuacion 4.24 en la 4.3 obtenemos:

Cveo y2

Cvooy a_T o oT

1
v )2

1700

Sujeta a las condiciones de frontera:  T|,—g =Ty ¥y Tlx=0 =To

Por el método de combinaciéon de variables, escogemos las siguientes variables

adimensionales:
3 3
0 = T?__TT y n=| Cviﬂé% =K—; donde K= [~ Sk ]‘ (4.262)
” 12avZ x2 12av2
con condiciones O|,—o =0 y Oy =1 (4.26b)

Evaluamos las siguientes derivadas necesarias en la ecuacion 4.25:

aT 3T d 26 9 , 1 3

ox = oron = T —T0)3-50 = (T, = T0)O K (= 3% 2)y (4.27a)
oT aT o 26 0 _

oy = oy = (T = To) 570 = (Too — T)8'Kx /2 (4.27b)
92T ., 0n 2 . _

5y = (T = T)0” (5) = (T = T0)0 K Jx7'/2 (4.27¢)

La ecuacion 4.25 en términos de 1 se puede expresar como:

12ax

O RMCE

yay

(=

Substituyendo las ecuaciones 4.27 en 4.28 obtenemos:

a( ayz) (4.28)

P E20 (2 2y + 0P 0 x 2 = Lo
_1
—31739’axy—2 = a%@"x‘l/z — 9"+ 3n%0°=0 (4.29)

Sujeto a las condiciones 4.26b. Integrando 4.29 obtenemos:

0'=C + e integrando de nuevo:
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0 =C fon e’ dn + C, Por la primera condicion Cz = 0. Por la segunda condicion:
1=¢ fooo e T dn

3 3
_JpeMan _ [ye M dn

o= [y e TG

(4.30)

Flujo de calor.

WL WL oT L 0T
Q =2l ylyydxdz = =2 [ k (3) |y=odxdz = —2Wk [ () |,=0dx

1 1/2
Q = —2WKK (T, — T0)6 |y=o J, x 2dx = 2Wk(T,,, — To)Kﬂ—ZFL(_)
3

1/3 ;172,,1/2 1/3 ;1/2,,1/2 1/3
. 1/2 _ C L Vo _ C L Vo 1/3 _ £ 1/2 1/3 .
Ahora: KL/? = (E) J1By6 (E) 172 P = (12) R,"B."", ahora:

1 11 11
2

— L _7N_2 (C\3p2p3 ____ 9o  _ Ip3
Q= (2WL) 7 (T, TO)r(g)(lz) R?P} —Nu ) 0.677RZP}  (4.31)

4.2. Flujo Turbulento no isotérmico.

Analogia de Reynolds y el flux de calor para flujo turbulento en tubos.

La analogia de Reynolds permite aportar la contribucién en régimen turbulento al flujo de
calor. Esta consiste en aplicar en flujo turbulento, la igualdad de las difusividades de
momentum y térmica. Esto es:

VO = g® 4.32)
En el analisis de la capa limite, definamos las siguientes variables:

dly=0=aq0 » Tly=0=To ¥y Tly—g =Tg (temperatura en el centro del tubo)

El flux de calor en régimen turbulento se define:

dr a®_  ar v®_ ar
qr = —(k+k(t))g= —(1 +T)k5= —(1+m)k; (4.33)
La expresion empirica que se aplica a la subcapa viscosa junto a la pared es:
3
_ YUy daT
qy = —[1 + Pr (E) ]k; (4.34)

1/2
Donde la velocidad de fricciénes: v, = (%" (4.35)



Calculo del nimero de Nusselt.

Integramos la ecuacion 4.34:

k fTO dT =q, f0°° & su solucion es la siguiente: (4.36)
TR L+Pr (5 ¥
DV
o dy 1 . _32y-1);° 1 m m _ 2=m _ pl/3 v
fO 1+a3y3 = V3a tan™" | V3 ]0 - \/§a(2 + 6) " 3y3a donde a=F. 14.5v
Substituyendo en la ecuacion 4.36 obtenemos:
LTy —Tg) = 2212 pt/3 L Nu= B _3EvD g 4.37)
@ 0 RIT 33 oy, T T k(Ty-Tr) ~ 2m 145v T :

Por la definicion de factor de friccion y velocidad de friccion (ecuacion 4.35):

2

fer=r— — v =2

TP )2
substituyendo en la ecuacién 4.37 obtenemos:

Nu = 0.057R,P3VF/2 (4.38)
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Capitulo 5

Transporte de Energia Interfacial en
Sistemas No Isotérmicos.
Coeficientes de Transferencia de Calor.

Este capitulo consta de 5 partes:

1. Conveccidn forzada en tubos.

2. Conveccion forzada alrededor de cuerpos sumergidos.
3. Conveccion forzada en medios porosos.

4. Conveccion natural.

5. Condensacion de vapores en superficies solidas.

5.1. Conveccion forzada en tubos.

5.1.1. Calculo de los coeficientes de transferencia de calor interfacial.

Sea T la temperatura promedio definida por la ecuacion 3.24:

— ﬂozonR T(r,z)vz(r)rdrdf

T, =
b ffOZOnR v, (r)rdrdf

Considerar un fluido dentro de un tubo que se calienta de 75; a 75> con temperatura en la
pared 7y (z).
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|t2n

Figura S5.1. Transferencia
de calor en un tubo.

El balance de energia en la zona de flujo desarrollado corresponde a la ecuacién 3.9:

wAH = Q _En forma diferencial: wdH = dQ (5.1

donde dH = CpdT, y dQ = hype(Ty — Tp)mDdz (5.2)

y donde h;,. es el coeficiente interfacial de transferencia de calor definido en la ecuacion
3.91. En este caso es un coeficiente local. Substituyendo la ecuacion 5.2 en la 5.1
obtenemos

Wt'pdTb = hyp(Ty — Tp)mDdz de donde la definiciéon de hy, es:

wlpdT, Wiy din(To—Tp)

h = =
loc (To—Tp)nDdz D dz

(5.3)

Esta es la definicion general de coeficiente local interfacial. Para obtener in coeficiente
promedio que se pueda calcular a partir de datos de las variables conocidas, se integra la
ecuacion 5.3 a lo largo de la longitud del tubo:

L WC sz dTb .
h,,.dz = —E integrando 5.4
fo loc fTb1 To—Tp gr ( )
wC Tp1—T L WCy(Tp2—Tp1) , Tpi—T
7=p b1—101 _ pUb2 b1 b1 01
f hiocdz = mn=—— — (Tp2 — Tp1) fo hiocdz = In—=——
nD Tp2—To2 . nD Tp2—To2
wC (TbZ_Tbl) Tyr—T wA
|4 b2~ 1bl
D = TpIbi-To1 T(]lf Niocdz  — nDATl = f hiocdz (5.5
Tp2-To2
Donde la AT logaritmica media se define como:
_ Tp—Tp
ATy = — 7, =Tor, ToiTory (5.6)
Tp2-To2



A partir de la ecuacion 5.1, podemos expresar la ecuacion 5.5. de la siguiente forma:
Q = ATy, [ hipedz (5.7)
Si hy, fuera un coeficiente promedio h;,, entonces la ecuacion 5.7 toma la forma:

Q = hy, (tDL)ATy, que es la ley de Newton de enfriamiento (5.8)

La definicion de este coeficiente promedio es, por lo tanto:

h — wAH — th (TbZ_Tbl)
In = nDLAT,,  m®DL AT},

(5.9
La relacion entre hy,. y h;, se puede encontrar a partir de las ecuaciones 5.7 y 5.8:

hy, = % ) OL hiocdz Aplicando la regla de Leibnitz:
d d (L L, o
L (thn) = EIO hiocdz = fO (a hloc)zdz + hyoclz=1 + hloc|z=0(0)
d L, o
hinlz=1 + LE (hln) = fO (a hloc)zdz + hyoclz=1 (5.10)

. . . d d
Para que ambos coeficientes sean iguales, sus pendientes E(hln) y (5 hioc), deben ser

iguales a cero. Esto implica que en la zona asint6tica de la curva de los coeficientes en funcion
de L (z = L) los coeficientes son iguales cuando la pendiente de ambos tiende a cero
(ver figura 5.2).

Existen otras definiciones de /4 que se basan en promedios diferentes. Por ejemplo, el
coeficiente que se basa en la media aritmética es:

_ WAH _ (To1=Tp1)+(To2=Tb2)
a = mprar donde AT, = . (5.11)

Y el coeficiente que se basa en las condiciones a la entrada del tubo es:

hy = — AR (5.12)

nDL(To1 —Tp1)

Estos coeficientes se pueden calcular experimentalmente midiendo la temperatura de salida
del fluido en tubos de diferente longitud. Por ejemplo, dada la temperatura en la pared del
tubo (7) y conociendo la temperatura de entrada del fluido (7%/) y el flujo mésico w, se puede
hacer una grafica de temperatura en funcion de L y los coeficientes se calculan con
las ecuaciones 5.3, 5.9, 5.11 y 5.12.
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Seccidén Seccidén
isotérmica calentada

Tubo con
seccién calentada
de longitud L,

L s U1 N

Btu/hr - ft2* F
Sy
7
b o
&l

Coeficientes de transferencia de calor,

Tubo con
seccidn calentada i 2
de longitud Ly :
08 \
0.6 L
B Tubo con 3 6 12 2 48 % 192
% seccidn calentac L/D

&/ de longitud L

Figura 5.2. Experimentos de medicion de
temperatura de salida de tubos de diferente
longitud, de acuerdo al ejemplo 5.1.

I
Tilo)

Figura 5.3.  Coeficientes calculados con las
ecuaciones 5.3, 5.9, 5.11 y 5.12.

Ejemplo 5.1. Calculo de los coeficientes de transferencia de calor a partir de datos
experimentales.

Aire con un gasto de 3 Ibm/hr fluye en un tubo con diametro de 0.5 in. A la entrada del tubo
su temperatura T es 200° F. La temperatura en la pared del tubo se mantiene constante a
212° F. En la siguiente tabla se encuentran las mediciones de la temperatura de salida para
cada tubo:

L(in) Tw2 (°F) Los coeficientes se calcularon con las ecuaciones
1.5 2014 mencionadas. Por ejemplo, usando la ecuacion 5.12,
3.0 2022
6.0  203.1 hy = 22002700 g0 de los valores de la tabla
TDL(To—Tp1)
120 204.6 nos dan los datos necesarios para calcular 4; en
240  206.6 funcion de L. Los resultados se muestran en la figura
48.0  209.0 5.3.
96.0 211.0

5.1.2. Flujo laminar en tubos.

las regiones cercanas a la entrada y lejanas de la entrada. Las expresiones analiticas
derivadas para la region de entrada del tubo consideran la aproximacion de capa limite.
Con la condicién de flujo de calor constante en la pared revelan una variacion del
numero de Nusselt que es proporcional al nuimero de Reynolds, al nimero de Prandlt y a la
relacion D/L, de acuerdo a la relacion establecida en la ecuacion B-14:



1/3
Nu~ (%) " ~[R B.D/L]'/?

En las regiones lejos de la entrada, de acuerdo a la ecuacion 3.22, obtuvimos una
region asintotica (L>>D) con un valor constante del numero local Nu:

2Rq0

——0 = 48/11 Como q¢ = hy(Ty — Tp), entonces  Nuyo. = hyocD/k
k(To—Tp)

Nuye =

En el caso de temperatura constante en la pared, Nu;,. = 3.66.

i S _____.'_.__|_ _____
[
|
2 < ) . E T T ey B
g | | oy I | | | S ST ME| B
< | h"*-..___""‘-a—ﬁ..,_________
] = S = =T I 1 1
aril oo ribuddnde — T T
d foura| Perd [t ard ] Mo Prandt """“'-:::;__—-—-_ﬁ______ |
E velocidad ate=l | temperaturade La pared — -
Ty = constante Wing i vals
a7 I
T T EarE
a7
1 — T T T - - - - . — 1 L 1]
0001 00l 01 1.0
L _x kL
DFRePr = 4 of,

Figura 5.4. Variacion del numero de Nusselt en funcion de (Re Pr D/L)'] . La
pendiente inicial es de -1/3 y las asintotas son 48/11 y 3.66.

En la figura 5.4 se observa la variacion de Nuy, en funcion de (R. P, D/L)”! para las situaciones
de temperatura constante y flujo de calor constante en la pared. La correlacion que se adapta
mejor a los datos es:

D
Nuy, = 1.86(R.P D'/ (’;—2)0-14 (5.13)

Donde la correccion por viscosidades en el seno del liquido (u») y en la pared (uo) son

) .1 1 .
funciones de las temperaturas promedio: 5 (Tpy +Tp1) vy 5 (Tyz + Tyq), respectivamente.

5.1.3. Flujo turbulento en tubos.

A elevados valores del nimero de Prandtl, la ecuacion 4.38 describe la expresion del nlimero
de Nusselt:

Nuge= 0.0 57R,P3Vf/2 (5.14)

En flujos turbulentos, no existe diferencia significativa entre las condiciones de temperatura

o flujo de calor constante en la pared. En tubos, es frecuente que las propiedades sean
calculadas a la temperatura de pelicula 7¥:
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1 1 1
Tf = E(Tba + TOa), donde Tba = E(sz + Tbl) y TOa = E(TOZ + T01)_

En flujos altamente turbulentos, donde R. > 20,000 (10%-10%), Pr (0.6-100), L/D > 10, las
curvas son independientes de L/D y convergen a una sola curva, dada por la correlacion:

Nu,, = 0.026 R,*8p.1/3 (z—”)"-14 (5.15)
0

Para poder correlacionar el régimen laminar y turbulento en una sola grafica, que abarque
las ecuaciones 5.13 y 5.15, se define el factor Jx en las tres formas equivalentes siguientes:

Nun
- 5.16
_ Nupm p2/3 _ himD 4k 52/3 _ hin p2/3
]Hln ~ R.P Pr - Tk G_Dt'_Pr = _Gt' Pr (5.17)
elr pl »
I 2/3
Jy. = Lo )b DTn-Tw) p2/3 618
Hin = wpL™ ar, GC, 4L AT, T .

G = pv es el flujo masico por unidad de area (flux de masa). En la figura 5.5 se grafican los
factores Jp, en sus tres formas con la correccion de viscosidad en funcion del nimero de
Reynolds. Se observa que la zona laminar depende de la relacion L/D. Para Re > 8x10°, J Hin

se correlaciona con f/2 (analogia de Colburn), relacién derivada de la ecuacion 5.14. Esto

f
es: log(Jy, )~log M%;log(z :

ReP,

0.010
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)—U.H

L.
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-
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Figura 5.5. /;1,, en funcion de Reb para tubos lisos.
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5.1.4. Ejemplo 5.2

Aire fluye a 70° F y 1 atm a través de un tubo recto de diametro de 2 in con un gasto de 70
Ib/hr. La seccion de calentamiento tiene una temperatura en la pared interior de 250° F. La

temperatura del aire a la salida es de 230°F.
Calcular la longitud del tubo necesaria para el proceso.

Primeramente, es necesario calcular T}, = %(sz +Tpy) y Ty = %(Tba + Ty,) loqueda:

Tpa = 150°F y Ty = 200°F Las propiedades del aire a 7y=200° F son:
u=0.052 Ib/ft hr Pr=20.7
’\Cp = 0.242 BTU/lbOF ,lellso = 004‘9, /.10|250 = 0.055
Tpo—T
k=0.018 BTU/ hr ft °F ATy, = m?j)TT”(}l =727
Tp2—To2
Solucion:
R,=2=2%_—1x10* De la figura 5.5,
pu  mDu

_ D (Th2=Tp1) p2/3 spy 1 _
S = g T2 (4 = 0,004

_ D (Tpa—Tp1) p2/3 b -0
T 4(0.004) ATy, F (Mo) =197t

5.2. Conveccion forzada alrededor de cuerpos sumergi-
dos.

5.2.1. Placa plana.

En este caso, la superficie de la placa se mantiene a 7y y el fluido tiene una temperatura
T, y una velocidad v« en regiones alejadas de la placa. En la subcapa laminar en regiones
cercanas al extremo izquierdo de la placa, las expresiones analiticas del factor de friccion
y del nimero de Nusselt (ver ecuacion 4.31, considerando una sola cara):

1 —-1/2
~fioc = 0.332R; "/ (5.19)

1 1

Nuyo, = 0.338R2P3 (5.20)
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.y Nu
Por la ecuacion 5.16, [, = —=  de donde obtenemos:
In Repl/?’
T

Ju,, = 0.338R; '/ (5.21)

Este valor es aproximadamente igual al de la ecuacion 5.19. Por lo tanto, obtenemos la
expresion de la analogia de Colburn, esto es,

> froe = Jiun (5.22)

0.010 —
e

jH loc ¥ roc/z Versus Ré‘x

1] 1 1
+

— =

et

£ e [ i

Laminar Turbulenta |
+

L

~ s —— — -4
'\.‘. i
- !

Jum ¥ fn/2 versus Re,

/,
I;’

= 4
-

AT

fl2.
o
3
I

Para una placa de longitud L. con
transicién abrupta en Re, =5x10°
L =] 4

- ‘FNH \L' ll I[ —LReRibn:an;;)r—y
! . -, TRl ! ”-’_'_,_,—/—"'

|
et mas """ Region turbulenta

0.0001 | 7; | N

105 106 107
Re,= vy pfxfuf , Rep = Ve p,L}'uf

Pl

08

Figura 5.6. Coeficientes de transferencia de flujo tangencial alrededor de una placa plana.

5.2.2. Esferasy cilindros.

La transferencia de calor de una esfera hacia un fluido en reposo corresponde a un nimero
de Nusselt de 2 (ecuacion 3.95).

En el caso de un fluido en movimiento, para esferas y cilindros se cuenta con las siguientes

correlaciones:
11
Esferas:  Nu,, = 2+ 0.6R.P} (5.23)

1 1/4
Cilindros: Nu,, = 0.4R2P%* (%’) donde Nu,, es el Nusselt promedio. (5.24)
0



5.2.3. Otras geometrias.

Se ha propuesto la siguiente correlacion:

W=

1
Ny, — N = 0.6RZP, (5.25)

r

Donde Nu,y,, es el nimero de Nusselt promedio cuando el nimero de Reynolds es cero.

La figura 5.7 muestra la correlacion ecuacion 5.25 para diferentes geometrias.

2.0

15+ Cilindricos gl
=
Elen
E :"‘ C lanas

apas

| L 1) hask o
7[5 z
AL - —

05} \ -

Esféricos
0 ] | | | ]

0.1 1 10 100 10° 10* 10°

Numero de Reynolds

Figura 5.7. Comparacion de numeros de Nusselt para flujos alrededor de
cuerpos sumergidos: placas, esferas, cilindros usando la ecuacion 5.25.

5.3. Conveccion forzada en medios porosos.

En este caso, el coeficiente de transferencia /i, se define en base a un volumen del
medio poroso Sdz:

dQ = thC(TO - Tb)anZ (5.26)

donde a es la superficie de las particulas por unidad de volumen del medio poroso. El
tamafio efectivo de las particulas D, es funcion de la porosidad € y de a:

D,=6(1-¢)/a (5.27)
La correlacion para Re pequenos es:  Jy; = 2.19 Re_z/3 (5.28)
Donde  Jy =~ p2/3 (5.29)
GoCp
_ _DpGo
e = Tt on (5.30)
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Las propiedades fisicas se evaluan a la temperatura de pelicula Ty = i (Tpy +Ty) y Gy = % .

Y es el factor de forma para diferentes geometrias. Para esferas ) = 1, para cilindros

P = 0.92. El nimero de Nusselt se define de la siguiente forma:

I
Nuoe = 1o (5.31)
Como Jy = % entonces, por la ecuacion 5.28 obtenemos:
1/3
Nugpe = JyR,PY? = 2.19(R,P)Y/3 (5.32)

Esta ecuacion es consistente con las expresiones de capa limite (Pe>>1) y con la ecuacion
5.17 para tubos.

5.4. Conveccion natural.

Una placa vertical a temperatura 7y se encuentra en contacto con un fluido que tiene una

temperatura 7, Junto a la placa, el
fluido sube por flotacion (ver figura
5.8). A partir de las ecuaciones de
conservacion en 2  dimensiones,
deducir la dependencia de la pérdida de
calor sobre las variables del sistema.

Ty

- X

Superficie de la placa a temperatura T

Figura 5.8. Perfiles de temperatura y
r— velocidad en la region junto a una placa
vertical caliente.



vy | 9vs

oy T, =0 (5.33)
- a a 3%v, _ =

Py ootV 5 ) ve = 1 (52) +PgB(T —T) (5.39)
- ) ) a°T

PCy(vy 5>+, (T = T) =k (53 (5.35)

Las condiciones de frontera son:
Vyly=0 = Vzly=0 =0, Vzly500 =0 (5.36)
Tlyeo =T, Tlyow=T (537)

Variables adimensionales:

T-Ty 1/2

— — (H*
0= ¢, = () v
{=z/H
1/4
n=Go) Y b =Cop" s,
B =pgB(Ty—Ty) Substituyendo estas variables en las ecuaciones 3.33-3.35:
99y | 0%z _
an + a7 0 (5.38)
1 a a %,
5 (by o, +025) b = (57) + 6 (5.39)
a a 920
(Py 5, +9250 = (52) (5.40)

Con condiciones de frontera adimensionales:
¢y|n=0 = ¢z|n=0 = ¢z|{=0 =0, ¢z|17—>oo =0
9'71:0 = 1, 9|,7_)00 =0

El flux de calor promedio es:

_ k (HOT
q==3Jy 3 ly=0dz (5.41)
aT aT 36 dn B B /4o
3y =0 =55a,, = To ~T) (5 5 ln=o0
= k(Te —T B /% 1. a6 J Si ol
q=k(To—=T) () Jo &35 h=0dd i C=Jyegh-0dd

1 1

(T=T1)\

i} BT-Tp\ Coup?H3g) 1
q = Ck(Ty = T) (BTN = ¢ (1y — 1) (R0 = (T — TG (5:42)
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Como 8 = 6(P,,n,{) la derivada % lp=0 = f(B- {) . La integral en C resulta en que

C = C(P,), y esta cantidad es casi constante C = (0.548. El

numero de Nusselt correspondiente a la ecuacion 5.42 es:

4H
k(To—T1)

1
Nu,, = C(G,P.)7 = (5.43)

La constante C es funcion de P,y de la geometria, C = C; (forma)C> (P,). Valores para
diferentes geometrias son:

Placas verticales Placas horizontales Cilindros horizontales  Esferas

C 1.0 0.835 0.772 0.878
Gases Agua

Py 0.71 1.0 2.0 4.0 6.0

C 0.515 0.534 0.568 0.595 0.608

5.4.1. Ejemplo 5.3.

Estimar la rapidez de pérdida de calor por conveccion natural en un tubo horizontal de 6 in
de didmetro, si la temperatura en su superficie exterior es 100° F y la del aire ambiente es
de 80°F a I atm.

1
Nu,, = hTD = C(G,P.)* C =CCy,=0.772%0.515
Q _ hm(mDL)AT
2 = InCOUE = (Num)kmAT AT = 20°F
Las propiedades del aire a Ty = 1002+80 =90°F = 550°R , son:
= 0.046 Ib/ft hr g=4.17 x 108ft/hr?
p=0.072 Ib/f¥ Numeros adimensionales:
- 0 _ tLu _(0.241)(0.046)
Cp =0.241 BTU/Ib"°R P = e = oo - 0.729

k=0.015 BTU/ hr ft °R
B=1/Ty=1/550°R

o2p3gpar  (05)%(0.072)X(4.17x10%)(2%) 6
G, = £ _ IBE =4.7x%x10

Nu,, = C[(4.7 x 10%)(0.729)]/* = 17.1

16BTU

2 = (17.1)(0.015)7(20) = ey

L_



5.5. Condensacion.

Se estudiara el proceso de condensacion de un vapor sobre la superficie de una placa

vertical con temperatura To. El largo de la placa es L y su anchura es W. El condensado

fluye verticalmente por gravedad. El vapor fluye hacia la placa debido a una diferencia de

presiones cerca de la interfase que se encuentra a una temperatura de rocio 74 y cede su calor

latente AH,qp. La figura 5.9 expone el proceso de condensacion.

La transferencia interfacial de calor es igual al calor latente de vaporizacion, de acuerdo al

y siguiente balance de energia:

Qi=hmhL(Ty—To) = WAF yap (5.44)

Este balance global de energia expresa
que la interfase liquida de grosor o (z)

Distribucién de velocidad

vz(y,2)
Distribucién de temperatura T“}-_ 23
coeficiente de transferencia interfacial
hmy AT = T4 -Tp determinan el calor
interfacial Q.

Refrigerante

Pelicula

Movimiento de vapor
condensada

R

Grosor de pelicula

e 3

una placa.

Luego entonces, Q; = Q. = wAH,,4;,. Como la distancia 6 varia con z, es necesario hacer

un balance diferencial:

dQ. = AH,q,dw (5.45)
El flujo masico por gravedad en una placa vertical estd dado por:
_ p*ghsi(2)
=" (5.46)
2 2
dw = %‘S(z)d[a(z)] (5.47)
Zh z
Q.= [ q-ndS=—[f,, aydxdz=—h[; q,dz (5.48)
Célculo del flux de calor:
L _— ~ ar _ , 0°T
Balance de energia diferencial: pCyv, ol k 377

2
Los vectores q (0,q,,0) y v(0,0,v,(y)) implican que ZTZ = 0 con condiciones de

frontera T|,—5 = Ty, T|y—o = To . El perfil de temperaturas resultante es:

conduce calor Q. del vapor al s6lido. El

Figura 5.9. Condensacion de vapores sobre
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T-Top _ ¥ . — _pla=To _ _ 4 AT
35 Y el flux de calores: g, = 5@ ) (5.49)
Substituyendo la ecuacion 5.49 en la 5.48 obtenemos:
Q. = khAT fo e )
dQ. = khAdez (5.50)
Substituyendo las ecuaciones 5.47 y 5.50 en 5.45 obtenemos:

_ p2géi(z)
kAT(q%Z Bpap —,— dl8(2)] (5.51)
Integrando:
A 2 S
kAT [, d z = KH,q, % Jy 83(2) d[5(2)]
Integrando:
p*gs*(z)
z = AHvap TR (5.52)
Resolviendo para 6(z) obtenemos:
4kATu 1/4_ 1/4

6(2) = [og] (5.53)
Como Q; = Q., entonces, para obtener el coeficiente 4,:
khAT fo m dz = h,,hLAT de donde podemos despejar el coeficiente 4y
h. = k(ngAHvap)l/ f = _dz 4'k(P gAHvap) 174 3/4 _ ﬁ ngAAHvap 1/4 5.54

m T LakaTp)l/4 Jo z1/4 3L(4kAT )1/ T3 [ 4KATpL ] 36(L) (5-54)

, . hmd(L)

El nimero de Nusselt correspondiente es:  Nu,, = = 4/3 (5.55)

Si 6(z) hubiera sido constante a lo largo de la pelicula de condensado (8(L)), entonces la
ecuacion 5.54 hubiera dado como resultado:

Nu,, = ﬁm}f@ =1 (5.56)

Para generalizar este resultado para que sea aplicable a otras geometrias, se define el flujo
masico por unidad de anchura % de la forma siguiente:

_w_ p*gsiw)
= KT (5.57)



Despejando 8(L): (3ul’/p?g)/3 = §(L),que substituyendo en la ecuacion 5.54 se obtiene:

_ 4 [k3pPg
h = 5373 [H—F]l/ 3 (5.58)
Definiendo al nimero de Reynolds de la pelicula: R,=T/p (5.59)
y substituyendo la ecuacion 5.59 en 5.58 obtenemos:
4 k3p? -1/3
h = 5373 [%]1/3Re / (5.60)
A partir de la ecuacion 5.44, podemos obtener una expresion para 'y R,:
Q;
Qi _ _ W — ) _ ' 3% _ hplAT
~ = hynLAT = —AHyq, = I'AHyqy, porlo que R, = L= “Aﬁmp v (5.61)
Q r % hmLAT
1 1 S — L D _ m
En tubos, por ejemplo, = h,LAT, R, = PR T T (5.62)

por lo que la expresion para R, en 5.61 y 5.62 no depende de la geometria (% o D).

En flujo turbulento, cuando AT no es muy grande, h,, = 0.021[

113RI?  (5.63)

Re = T/uy = hpL (T~ Tyl us Al

Numero de Reynolds de la pelicula

10?

= [

- 4 68 7 8

u .I'}‘. ﬁﬂ vap

ko (Ty = Ty)L

k3ptg
12

Para graficar ambos regimenes vy
encontrar el coeficiente /hn, podemos
expresar en las ordenadas la ecuacion
5.61 y en las abscisas una funcion de R.
independiente de /.. En el caso laminar,

LAT ] [k3p2g]1/3 _ Rellhm _ 1 1 pd/3
#Ayvap u? hm R;1/3 e

y en el caso turbulento,

LAT  k3p%g ' R, 50h,,

)uA,Hvap #2 hm Ri/3

= 50R>/?

Notar que, en las abscisas, ambos
regimenes comparten el lado izquierdo
de estas dos ecuaciones.

Figura 5.10. Datos y correlaciones del
proceso de condensacion de vapores en
superficies verticales.
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5.5.1. Ejemplo 5.4.

Un liquido que fluye en el interior de un tubo vertical se calienta por condensacion de vapor
en su exterior. El tubo tiene una longitud de 10 ft y 2 in de diametro. ;Qué temperatura del
vapor saturado se requiere para suplir con 92,000 BTU/ hr de calor al tubo cuya superficie
esta a 200° F?

Solucion

T.no se conoce, por lo que se requiere iniciar con una aproximacion de temperatura a la cual
se pueda determinar las variables. Esta es 200° F:

AHuap = 978 BTU/Ib

k =0.393 BTU/hr ft °F
p=60.1 Ib/ft
w=0.738 Ib/ft hr

De acuerdo a la ecuacion

Q.
r — 92,000
R, =—-=

W uBHyap  m(5)(0.738)(978)

= 244 correspondiente a flujo laminar.

1/3

3,2
LAT 4 rkZp g] = 1.1R§/3 = 1700 de donde podemos despejar AT:

HAAHvap p?

1/3
= 220F por lo que 7y =222°F.

_1700(978) (4.17x108)(0.738)5
AT = (0.393)(10)[ (60.1)2 ]

Evaluando las propiedades a esta temperatura, se obtiene 220° F.



Tarea 8

1. Coeficientes promedio de transferencia de calor. (Problema 14A.1. Bird et al.)

10,000 Ibm/hr de un aceite con capacidad calorifica de 0.6 Btu/lbm F se calientan de

100° F a 200° F en un intercambiador de calor. El aceite fluye a través de tubos de cobre de
didmetro exterior de 1 in con grosor de pared de 0.065 in. La longitud combinada de los tubos
es 300 ft. El calor requerido se obtiene de la condensacion de vapor saturado a 15 psia en el
exterior de los tubos. Calcular 4;, h. y hi, para el aceite, suponiendo que las superficies
interiores de los tubos estan a la temperatura de saturacion del vapor, 213°F.

Respuestas: 78, 139, 190 Btu/hr ft* F.

2. Transferencia de calor en flujo laminar en un tubo. (Problema 14A.2. Bird et al.)
100 Ibm/hr de aceite a 100° F fluyen a través de un tubo de cobre de didmetro interior de 1
in y 20 ft de largo. La superficie interior del tubo se mantiene a 215° F por condensacion de
vapor en su superficie exterior. Se supone flujo desarrollado y las propiedades fisicas del
aceite se pueden considerar constantes con los valores siguientes: densidad = 55 Ibm/ft>,
capacidad calorifica = 0.49 Btu/lbm°F, viscosidad = 1.42 Ibm/hr ft, conductividad
térmica = 0.0825 Btu/hr ft °F.

(a) Calcular Pr.
(b) Calcular Re.

(c) Calcular la temperatura de salida del aceite.

Respuestas:
(a) 8.44
(b) 1075.
(c) 155°F.
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Tarea 9

1. Transferencia de calor en condensacion de vapores. (Problema 14A.5. Bird et al.)

La superficie exterior de un tubo vertical de 1 in de didmetro exterior y 1 ft de longitud se
mantiene a 190° F. Si el tubo estd rodeado por vapor saturado a 1 atm de presion, ;cual
sera el flujo total de transferencia de calor a través de la pared del tubo?

Respuestas.

8,400 Btu/hr.

2. Pérdida de calor por conveccion natural en un tubo horizontal que se encuentra
dentro de un liquido. (Problema 14A.8. Bird et al.)

Calcular la pérdida de calor por conveccidon natural y por unidad de longitud de un tubo
horizontal de 6 in de didmetro exterior, si la temperatura en la superficie exterior es 100° F y
la temperatura del agua que lo rodea es de 80° F. Comparar el resultado con el obtenido en
el ejemplo 5.3, en donde el aire es el medio que rodea al tubo. Las propiedades del agua a la
temperatura de pelicula de 90° F (o 32.3° C) son: viscosidad = 0.7538 cp, capacidad
calorifica = 0.9986 cal/g C y la conductividad térmica = 0.363 Btu/hr ft F. También
la densidad del agua alrededor de 90° F es:

T (C) 30.3 31.3 323 333 343
p (g/em’) 0.99558 0.99528 0.99496 0.99463 0.99430

Respuesta:

Q/L = 1930 Btu/hr ft.



Capitulo 6

Balances Integrales
6. 1. Balance Integral de Energia a Régimen Permanente.

A partir de la ecuacién 1.37 (balance diferencial de energia) tenemos:
pCpy(v - VT)=—-V-g+1:D
Integrando en el volumen del elemento material del fluido:

pCy [[[ - V(T = To)av = — [[[V-gaV + [[f z: RdV (6.1)

donde To es una temperatura de referencia. La ecuacion 1.17 expresa que:
M@ ze0)dV =W = [[f v~ (V- zeor ) AV

Ahora, por el balance de momentum lineal:

@:zo)dv =w = [[fv- (02— pg)av =w — [[[(pr- (v Vv) — pv - g)dV
Substituyendo la ecuacién anterior en 6.2 obtenemos:

pepfff v-V(T = To)aV = = [[fV-qdV+W = [[[(pv-v- Vv — pv - g)dV

(6.2)

pCy ([ V(T =To)aV = = [[[V-qdV +W = [[[(pv -V (5v%) &V + [[[ p(v - g)dV

Aplicando el teorema de la divergencia, y considerando que g = —V¢, obtenemos:

pCy [[(T = To)v-ndS = — [[ q-ndS + W = [[ p (3v%) v ndS — [[ p¢pv - nds
Si T =T no es funcién de dS:

pCpQuot(T = To) + Q = W + = pA(v®)S + A(p(v)S)=0 (6.3)
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Dividiendo entre el flujo masico:
—~ l P _ A ~

donde se ha considerado flujo turbulento ({v3)/(v) = (v)?)

Q es el calor afiadido al sistema a través de su frontera y W es el trabajo realizado por los
alrededores del sistema (fronteras moviles) sobre el sistema. En muchas ocasiones, la energia
térmica predomina, en cuyo caso la ecuacion 6.4 se reduce a:

AH = -Q (6.5)
El balance de energia mecanica para sistemas no isotérmicos a régimen permanente es:

1 2dp PN o~
EA(v)Z + gAh + fl -+ E,=W (6.6)

6. 1.1. Formas diferenciales de las ecuaciones 6.4 y 6.6:

Estas se usan cuando Q y E,, no pueden ser aplicadas en toda la longitud del sistema.

dH + vdv + gdh = —dQ + dW (6.7)
Equivalentemente:
CpdT + vdv + gdh = ‘”T”d‘“ +dW (6.8)

Ujoe es el coeficiente local global de transferencia de calor, y w es el gasto masico. La
ecuacion 6.6 en forma diferencial es:

vdv + gdh + %p + %vzdev =dw (6.9)

donde de, = L dL

_Rh

Ry es el radio hidraulico y f'el factor de friccion, funcidon del nimero de Reynolds.
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6. 1.2. Casos especiales.

a) Sistemas isotérmicos para gases ideales:

2dp _ RT (p2dp _ RT, D
f1 =W fm . by lnp1 (6.10)
. . plv _ p”
b) Sistemas adiabaticos: — = ——
p p1
1 1 L 1 1 1
2dp _ Pl (P2dp _PLp Hlpy g ow vy Py Ty
J; = fpl } L p (D1 ="—=p, "= ]
1-1/y y—1
pP1 VY D2 pP1 VY P2
——[(= -1 ==—[(= -1 6.11
p1y—1 [(Pl) ] p1y-1 [(Pl) ] ( )

6. 2. Flujo de gases ideales en ductos horizontales de sec-
cion constante.

A partir de las ecuaciones 6.7 y 6.9:

dH+ vdv = —d Q (6.12)
vdv Hdp + %vzdev =0 (6.13)

6.2.1. Flujo Adiabatico.

Primeramente, se buscara una expresion para dH en funcion de pV cuando d@Q = 0. Partimos
de la expresion de la entalpia:

dH = C,dT = % d(pV) = 1/%1 d(pV) Substituyendo en la ecuacion 6.12 obtenemos:

~

d(pV) + YT_lvdv =0 (6.14)
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La ecuacion 6.13 se puede expresar alternativamente:
A A dV 1 5
vdv +d(pV) — pV(V) +ov de, =0 (6.15)
Integrando 6.14:
A —1, 1
@) + EDGYH) = ¢ = () + EHGvD) (6.16)

donde la constante C se evaliia a las condiciones de la entrada. Por el balance integral de
masa:

4

pv =% = P11y — dv = pyvy dV — dv =5 dv (6.17)

Substituyendo 6.14, 6.16 y 6.17 en la ecuacion 6.15 obtenemos:

1.1
vdv —Zvdv - L p,Vy + () GvD)] + TLED) v +5vPde, = 0
Dividiendo entre v*/2:
d -1 1 -1 2d
221 -+ QA - i + (5 GvD)] + dey, = 0
ED T =2[pVi + (5D oD 5+ dey = 0 (6.18)

Para obtener una expresion que relacione p¥1 con p,Y,, es necesario integrar las ecuaciones
6.14 y 6.18 entre los puntos 1 (entrada) y 2 (salida).

Integrando la ecuacion 6.18 obtenemos:

+1 A -1 1,1 1
E it =2pVi+ () DI (-G — ) + e =0 (6.19)
2 1
+1 V; 1, v}
(y>l—+&q——]+(xyn%—]+%=o
+1 14 1, ,y-1
EoHmz [%—M%HQML4+%=0 (6.20)
V2 1 14
A v, 2 2
Definiendo la velocidad mésica G = v /V; y s = (% = (%)
2 1
— Vl 2 P vl =
C) I+ [~ [+ 20 + e, =0 621)
~ G ins +[s - 1[5+ + e, =0 -
y+1
Pijvy, _ (G )ms _r1 2 _ p1p1(1-s)
| G? 1= 1-s 2y - "= ev—(%)lns—(l—s)% (622)
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Ahora, integrando la ecuacion 6.14 obtenemos:

o n 1
(p2Vo —p1V1) + yz_y(vzz —v{)=0

P1P24 ~ y=1. 2 V3
V,—pV; + (—)vi(=—-1)=0
b1 /2 pPivi (Zy 1(1,% )

%:pl b+ (& )GZ”V -9 = [1+(2y)ﬁ( ) (6.23)

Las ecuaciones 6.22 y 6.23 describen las relaciones entre la velocidad mésica G y la presion
de salida P:.

6.2.2. Flujo Isotérmico.

En el caso de flujo isotérmico, la ecuacion 6.18 se simplifica para y = 1, obteniendo:

22— 255+ de, =0 (6.24)
Igualmente, la ecuacion 6.23 se simplifica: % = % y la ecuacion 6.22 nos da la expresion
1 1
del flujo masico isotérmico:
G2 = P19 (6.25)
ey—Ins :
. __ PRT _ /P2 D2
Por la ley de los gases ideales, P = S = (p—) ( ) y la ecuacion 6.25 se reduce a:
1
e, — ZInZ—Z n [(’”2) 1] = donde e, =4fL/D (6.26)
1
pip1 _ pERT/M _ RT .
Como T g un luego entonces:
2 fL
— 24 A -1 =0 (627)



6.2.3. Optimizacion del flujo masico. Flujo adiabatico.

El proceso de encontrar la maxima G dada la presion critica P, involucra a la derivada de G
con respecto a s en la ecuacion 6.22:

dG* _ d p1p1(1-5) —
“ds  ds ey— (y+1)lns (1- s)y E =0 (6'28)
+1 — +1 1 -1
e, = (52 Ins — (1 =) LA [=pipa] + [P1p1] (1 = )5 O + 571 = 0
Y+1 y+1 1 y+1
—GIns -7~ +5,-=0
(y+1 [Ins + (%) —1] (6.29)
Substituyendo la ecuacion 6.29 en la 6.22 obtenemos:
G2 = p1p1(1-5) _ p1p1(1-5)(2ys) _ _p1p1(2ys) (6.30)

B (Y“)(( 9-D-(1- S)V L (r+D(A-5)-(1-9)s(y-1)  (y+D-sy—1)
Substituyendo la ecuacidon 6.30 en la 6.23 obtenemos la presion critica correspondiente a
Gmax:

G2 1

_ b G=DO-D 5 _ 25
(1=l =2"[1+ ] = 5 D00 (6.31)

Pc y-1
— 1
P [ +( 2y ) oo P1P1 s P1 r+D-s(y-1)

A partir de las ecuaciones 6.30 y 6.31 podemos encontrar una relacion directa entre Guax Y
Pe:

p1p1(2YS) Pc

Gr%mx = s = pcply‘/_ YDPcPc (6.32)

A las condiciones criticas, G2qy = p2VZ = YDcpe

v? = yp./p. = v? (velocidad del sonido) (6.33)

6.2.4. Optimizacion de flujo masico. Flujo Isotérmico.

P el 2
En este caso: s = () = (=)

p1 D1
La ecuacion 6.30 se simplifica a:

M
Ginax = P1p1S = 2p¢ = 12p2 = pepe (6.34)

que corresponde a la ecuacion 6.32 paray = 1.
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6. 3. Flujo de gases ideales. Procesos adiabaticos sin fric-
cion.

Estos procesos involucran la accion de compresores, toberas, descargas de tanques a
presion, en donde no hay cambios de energia potencial. Considerando las ecuaciones 6.6 y
6.11, el balance de energia para procesos adiabaticos sin friccion se reduce a:

1

A

Tep2 2y 1 PL Y ey Ty g =
LW v+ BBy V1) =W (639)

6.3.1. Compresores.

En el caso de compresores que trabajen adiabaticamente, la ecuacion 6.35 se utiliza para
calcular la energia requerida por el compresor. El primer término puede ser funcion de las
densidades a la entrada y salida, por medio del balance de masa p,v; = p,v,. Luego:

A

vi Pt _ PLY P2y Y _q =
y Gz D+ 1]=w (6.36)

Normalmente, el primer término resulta mucho menor que el segundo término de la ecuacion.

6.3.2. Toberas y tanques de presion.

En este case existe un cambio considerable de presiones a través de una contraccion, en donde
la velocidad inicial es cero (v; = 0). La ecuacion 6.35 se reduce a:

1

12 o ¥ o Ty g
svi+ 2B 11=0 (6.37)



6.3.3. Medidores de flujo (Tubo Venturi).

El balance de masa toma en cuenta las condiciones a la entrada (1) y en la contraccion
misma (2), donde s y s, son las areas de la entrada y contraccion, respectivamente.

W = p1U1S1 = PaVS; la ecuacion 6.35 se reduce a:
1
21—y = p2 (1 — (P252y2y = pPL Y 1 _ P2y ¥
- =vi1-EHH=22Ln-" (6.38)

1y
Como en un proceso adiabatico % = (z—z) , €l flujo masico se puede calcular:
1 1

1 1/2
L= 7]

w=py8; [

(6.39)

2 2y
-G &

6.3.4. Optimizacion del flujo masico.

El flujo mésico es producto de la velocidad masica y la seccion: w = G s. Para encontrar la
presion critica a la cual se optimiza G, o se minimiza s, se busca el méximo de w:

aw ae ds
E—SE-FGE =0 (640)

De acuerdo con la ecuacion 6.37,

1

G=pv=pl27-(1 -5 "]V (6.41)
p p MY

En un proceso adiabatico o= (p—) y substituyendo en la ecuacion 6.41:
1 1

1

6 = i 1Y - B = o o) 1@ - @Y )
= WP ) G p1 P1P p1 p1 )
2 1

a6 _ 2 Pey, 1 1 Pey, o
i 0o - ” (pl)V (y +1) (m)y 0 de donde se obtiene:
(&)3‘1 =Y+ 1)(&)5 R (&)%‘1 —rt
P1 2y P1 p1 2

A
Pe _ (YL Ty
Be— () (6.43)
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La velocidad mésica maxima se calcula substituyendo la ecuacion 6.43 en la 6.42:

1
1 2 v+l 3
2

Gnax = lpapy GI L) = (597 =

2y (2 el T e R e 2y V2 i T 12 2 /2
=Gl (DT =P =Dl [T 1=
U S ) yi1 7
Gmax = (P11 GV IO = [ooy G (6.44)
La velocidad critica se calcula con las ecuaciones 6.37 y 6.43:
1
1—=
2 _ 2p1 v Py v 2p1 v 2 2p1 v
=——[1—-(= =——1-—) =—— 4
ve P1 7—1[ (Pl) ] p1 V—l( y+1) p1 y+1 (6 5)
Y 14 Y-

% = (%) - Z—l = % (z—l) = % (z—l) Por medio de la ecuacion 6.43:

1 1 1 1 c c c

1

% = (VTH) s % = % (VTH y por medio de la ecuacion 6.45 obtenemos:

1 1 c
vZ = %y = v? (velocidad del sonido) (6.46)

6.4. Ejemplos.

6.4.1. Ejemplo 6.1.

Mezcla de corrientes de gases ideales.

Dos corrientes a régimen turbulento del mismo gas que fluyen a diferentes
velocidades, temperaturas y presiones se mezclan, como se describe en la figura 6.1.
Calcular la velocidad, temperatura y presion de la mezcla de fluidos, bajo régimen
adiabatico sin friccion.



|
Ty | > . .
§=5, P Figura 6.1. Mezcla de dos corrientes
vy | T. turbulentas de gases ideales.
{ - '3
5=S: EBT2pe e S=Ss—7,
| > U3
| »
!
I
' ' Se aplicarda el balance de masa,
¢ b momentum y energia entre los puntos
ayb
Masa: w3 =wy +w, (6.47)
Momentum: W3V3 + P3S3 = W U1 + P1S1 + WUy + p3Sy (6.48)

Energia' w3 [tp(Tg - To) + %U%] = wq [tp(Tl - To) + %Ulz] + wy [tp(Tz - To) + %1722] (6.49)
Ecuacion de estado:  p; = 2553 (6.50)

M

Las corrientes 1 y 2 son conocidas. Sean w, P y E, tal que:

W3 = pP3V3S3 = W (6.51)
W3V3 + p3s3 = P (6.52)
Multiplicando la ecuacion 6.47 por ACp (Ty) y restando el resultado de 6.49 obtenemos:
w3 [Cp(T3) +5v8] = E (6.53)

Son 4 ecuaciones: 6.50-6.53 y 4 incognitas p3, p3, T3 ¥ v3. De las ecuaciones 6.50 y 6.52

_ P pP3Ss3 __ P pP3RT3 S3 _ P RT3
vy =S S = (6.54)
p3V3S3 w  Muvg
Despejando 73 de 6.53, substituyendo en la ecuacion 6.54:
P R [ E 1 v% P R E R v}
U3:———[f——A—] - V3 =————+ =
w Mvs "wCp 2Cp w  MvzwCp 2Mv3 Cp
P R E R v P R E
v32=—v3———+—A—3 — v3(1———) —V3 ————
MwCy 2M Cp 2M Cp W MwCp
R 1 R -1 -1 2 E y-1
Como —— = — = = — v%(l—y—)z—vg——y—
M Cp Cp Y 2y w w Sy
6.55
vl 1+ = (655)
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Ecuacion cuadratica cuya solucion es:

P Y 1P , 2y 2E ,y—-1 1 P Y P Y WE y2—1
v3 =G LGP 450D m=GC 2 G -2

vy =2 V1 - 2% () (6.56)

P . ,L . . .y
Sea " (#) = v, una velocidad critica. Substituyendo este valor en la ecuacion 6.54:

v, RT:
—<=—2 luego entonces:
Y Mv,

PeYy_P_Rm PeZly - _RT
w (y+1) T w Mv, - w (y+1) Mv,

v, = v % y por lo tanto v, = v, (velocidad del sonido). Substituyendo en la ecuacion

6.56 obtenemos:

vy = v[1 £ V1 -2 (%

-1
y2

)] (6.57)

La ecuacion 6.57 muestra que cuando la cantidad del radical es cero, la velocidad de la
corriente 3 es sonica. Si el radical es mayor a cero, tendremos dos raices: una velocidad
supersonica y otra subsonica. La supersonica es inestable a perturbaciones externas.
Conociendo v3, es posible conocer p3,03,T3.

6.4.2. Ejemplo 6.2. Columna de enfriamiento.

Aire saliente a 0°F y 15 psia 200 Ib/hr de aire seco entran a una
<p> =7 columna de enfriamiento a 300° F y 30

T psia, auna velocidad de 100 ft/s. El aire

sale a 0° F y 15 psia. La altura de la

2 columna es de 10 ft.

A
Liquido frio m
entrante E'_ . .,
Calcular la velocidad de remocion de

energia a través de la pared del tubo,

10 ft suponiendo comportamiento de gas
ideal y flujo turbulento, en donde el t’p
= ';f:ﬂ’;ﬂge (BTU/ lbmozl 9R) esta dado por: 4"61, =

I . B saligsite f;ll;Tx 1(c)?_"s,a 6.39,b =98 x107%,¢

-

f

Aire entrante a 300° F y 30 psia

<v> = 100 ft sec] Figura 6.2. Columna de enfriamiento

de gases.



Solucién

KH + 5 (v} —v}) + gAh =7 (6.58)
Balance de masa: P1V1 = Py (6.59)
Ley de los gases: p = pRT/M (6.60)
Lwi v =1t (- 1) = 1o (D) - 1) =110 () - 1) = 23208

BTU

KH =~ [2T,dT = - [a(Ty = T) + 2 (TF = T2) = £(Tf = T})] = 722~
ft?
gAh =322 x10 =322

—>» 2
Factor de conversion: 1lbft = 32.21b %

ibrft

Equivalente mecanico del calor: 12 —b =778 — 0

por lo tanto:

BTU _ ft*
17 =778 X 32.2 g

Las contribuciones de las energias son:
> (v} —v}) = 0.1 BTU/Ib

gAh = 0.013BTU/lb

AH = 72 BTU/1b Lo que indica que la energia térmica es preponderante. De la
ecuacion 6.58 calculamos 4= 9 - (Q = wAH = 72@ 20016 _ 14400 @
hr

6.4.3. Ejemplo 6.3. Intercambiador de calor.

Dos corrientes se enfrian y calientan simultaneamente. Los gastos masicos y capacidades
calorificas de las corrien-

Corriente fria entrante

T-T, tes son diferentes. Se
l 2" requiere evaluar el de-
| . .
L | sempeo del intercambia-
Corriente IJ IC || | Corriente
calle_;\_‘re e.,r_:;anfe I : : Il : cali?rm:e ;alien're dOf 'en base a IOS
— = T = coeficientes de trans-
| > d. . . .
i : ke dz 1 ferencia y a la resistencia
| , .
" Corriente fria saliente termica de la pared del
T= T(:Z

tubo.
Figura 6.3 Intercambiador de calor.
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Balance global de energia (ecuacién 6.5): wAH = —Q, en donde son pequefas las
contribuciones de energia cintica. Este se puede expresar para las dos corrientes (caliente y

fria):
WhACph(Thz —Tp,) = Qp (6.61)
WcACpC(TCz - Tcl) =(Qc =04 (6.62)

Puesto que existe intercambio de calor simultaneo a cada Az, utilizamos el balance
diferencial (ecuacion 6.8):

~ _ Uo(Tc—Tp)TD

Ly, dT) = 02 dy (6.63)
~t, dT, = 202 gy (6.64)

Sumando las ecuaciones 6.63 y 6.64:

ATy=T) _ 1 1

— + ——|UynDdz integrando:
Th—T¢ Wthh WCCPC
Th,—T¢ 1 1
In——=~ = [—+——]U,nDL 6.65
Th,—Tc, [Wthh WCCPC] 0 ( )

Substituyendo las ecuaciones 6.61 y 6.62 en la ecuacion 6.65 obtenemos:

Thi1—Tcq

Th,—T Te, =T, 3
= [y ey gDl de donde despejamos Q.
Thy—Te, —Qc Qc

In

_ (Thz _TCZ ) _(Th 1 _Tcl )

QC = Th,~Tcy UOT[DL = UvoATln (6.66)

In

Th. 1 —Tcl

6.4.4. Ejemplo 6.4. Gaseoducto con estaciones de bombeo.

— Se bombea metano a través de un ducto de didmetro 2 ft con

—L una presion inicial de 100 psia y velocidad de 40 ft/s a 70° F

P 1 2 3 Las estaciones de bombeo estan separadas cada 10 millas.

P 3 PiPs La presion en el punto 3 se reestablece a 100 psia. Suponer

N \ gas ideal, ducto horizontal y flujo turbulento. Calcular la
: > — potencia de los compresores.

Figura 6.4. Gaseoducto con estaciones de compresion.



Se considera un compresor adiabatico y un gaseoducto isotérmico. En el compresor se
utiliza la ecuacion 6.35 y en el gaseoducto la 6.27. En ambas, los términos de energia
cinética son muy pequefios y despreciables. En el compresor, el calculo de la potencia
requiere de la presion en el punto 2, la cual puede ser calculada con el balance en el

gaseoducto.
1

Zi Vyl [("3) o1 =W (6.67)
ﬂ RT

[(E2 ‘ 1]1=0 (6.68)

D 2Mvi Ypy

Gaseoducto. Calculo del numero de Reynolds, factor de friccion, gasto masico en el punto 1:

. i p=1001b/in® _ _5 ft? _ _
Metano: o= V008 =2.6x%x10 — V= 1.3, M =161b/lbmol
__ pbvy _ 2x40 6 _
R, =P = e =3x10° - f=00025

psif 100x16 n
w=pvS= RMT v;S, donde R=10.73 lljlleOR W = 1073x530 40 % ZDZ = 35.35lb/s

Para la ecuacién 6.68: R = 1545 —2* V) 2”
b mol "R b
2 e
RT _ 1545x32.2x530 2x0.0025 52,800 P2 b
= = _ — —_— — - = —_—
2Mv? 2x16X402 515 2 +515 [(100) 1] p2 =86 5

La ecuacion 6.67 define que la presion en el punto 3 es igual a la presion en el punto 1. A su vez,

0.3/1.3
RT; 1545x530 LS 1545x%530 1.3 . ,100 ibft
P1_RTi _ S = 1345x53013 100 —1] = 7834-L
M 16 16 0386
lbft lbft

W = wW = 35.35 x 7834 = 277,000 == Conversion a HP: 1 HP =550

W =500"HP

6.4.5. Ejemplo 6.5. Calentador a base de vapor.

Se calienta aire de 700 F a 1700 F en un calentador que tiene 36 ft de largo y 1 in de
didmetro. El gasto madsico es de 1000 Ib/ hr y la presidn a la entrada de es 20 psi.
Calcular la rapidez de transferencia de calor al aire y la friccién del aire.

Datos:

BTU 0.046lb

= 34.7 psia, T, = 70°F, T, = 170°F ,C, = 7.1 =
P1 psta fa 2 P = bmolF M T Thrft

s = 0.006ft>
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Solucién
Por el balance de masa y la ley de los gases se pueden obtener las siguientes ecuaciones:

_w _wRn
VL= = o (6.69)
v2 P, Tap
La ecuacién 6.4 proporciona la rapidez de transferencia de calor al aire:

Cp(Ty = Ty) +5 (W} —vd) = (6.71)

y la ecuacion 6.6 permite calcular las pérdidas por friccion:

2d . .
—A( )2 + f Ly E, =0 Finalmente, consideraremos que el calentador es un ducto
horizontal de seccion constante isotérmico, por lo que aplica la ecuacion 6.27 a una
|
temperatura promedio T = 5 (T, + Ty ):

2fL RT 2
~—1In 22 + o7 [(Z—j) -1]=0 (6.72)

Por lo tanto, la ecuacion 6.6 se aplica a un proceso isotérmico con temperatura T
1
> (i —v?)+X ln o+ E,=0 (6.73)

Luego entonces, a partir de la ecuacion 6.72 se puede calcular p», por la ecuacion 6.70 se
calcula v2, la ecuacion 6.71 determina O y la ecuacion 6.73 permite evaluar E,,.

1000 _ 1073 _ 530 _ 1 )
v, =20 1000 1078 330 L _261L  donde R =10.73psia ft3/lbmol°R
spiM 3600 347 0006 29 s

wD 1000><(12

Re = E 0006x0.046 = 300,000 - f = 0.0042 La ecuacion 6.72:

2
2x0.0042x36  , p; | 32.2x1545x580 . pp ? o B . o
1z In o t oz [(p1 1] = 0 en donde R = 1545lbft/lbmol°R y
lbft
2 /
Resolviendo: 22 =19/347 — v, =261 %32 =570 ft/s
P1 530 19

'\ 1 ,570%2-2612 BTU BTU >

= —(170 —70) 45 () = 29.6 = - Q =29.6 X 1000 = 29600°, 1BTU = 778Ibft
w 2 _o0pq2

= ) + 2 = —1920 5 E, = —1000 x 19 = 19,000BTU /hr

32.2X778 778%29 347



6.4.6. Ejemplo 6.6. Tobera adiabatica.

Una tobera se alimenta con aire a 300 psia y
100° F. El 4area de la garganta es de lin’.
Calcular el flujo masico y la velocidad de
descarga si:

a)- La presion de descarga es 200 psia.

Eje de b)- La presion de descarga es 100 psia.

simetria
Las propiedades del aire son:
C, =7 BTU/lbmol°R
C, =5 BTU/lbmol°R

M =29 1b/lbmol
y =14

P=P; P=P;
T=T1 T=T:

v=0 V=V2 Figura 6.5. Tobera convergente-divergente.

Solucion
Primeramente, es necesario calcular la presion critica de acuerdo a la ecuacion 6.43.

= , 1.4/04 _
Pc = P1 (m) =300 () = 160 psia

a)- Flujo subsonico (200 > p.). A partir de las ecuaciones 6.42 y 6.37:

2y 12 5, 2 1 12
w=sppCDl (G =] (6-42)
L1 1/2
— P 2Py Y
vy = LAY -1 (637)

b)- Flujo supersonico (100 < p¢). A partir de las ecuaciones a condiciones criticas (6.44 y
6.45)

N =

y+1

we =s[pipry ()] (6.44)
— [2PL_Y 4172

ve =[] (6.45)
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Realizando los calculos:

_piM 29 300

PL= R T 1073 C 560 1.45 3 donde R = 10.73psiaft’/lbmol”R

Vpipy = [300 X 144 x 1.45 x 32.2]"/% = 1421f7. Se incluye el factor 32. Zilgfzt
P (300x144x322,1/2

Vo=l 1 =980 ft/s

Respuestas:

a)-w =642, v, =945 ft/s

b)-w. = 6722, v, = 1060 ft/s

6.4.7. Ejemplo 6.7. Tobera isotérmica.

En este caso, las ecuaciones 6.6 y 6.10 se combinan para obtener:

1 RT
~v +—In22

. it =0 (6.74)

La velocidad masica es:

_ __ ;M __ D2M (2RT , pq 1/2 _ p1 1/2
G=pvy =" =" ] = [RTl o) (6.75)
Optimizacion de G:
Pe(—) 7
:_G = di{pz [in ] } —Per 4+ [In2)? = 0 donde p. es la presion critica. Luego:
D2 p2 2[ln ] P2
I_,,n Pi_ 172
- In > - ) e (6.76)
Gmax = Pel5y] /2 (6.77)

La ecuacion 6.77 concuerda con la ecuacion 6.34 para flujos isotérmicos. La
velocidad critica se calcula con la ecuacion 6.74 a la presion critica:

v2 = 2RTl PL = RT/M (6.78)

que corresponde al resultado de la tobera adiabatica cony = 1 (ecuacion 6.45).
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Tarea 10

1. Flujo adiabatico de un gaseoducto de gas natural. (Problema 15A.2. Bird et al.)

Calcular los requerimientos de potencia en el ejemplo (6.4) si el flujo en el gaseoducto fuera
adiabatico en vez de isotérmico.

(a) Usar la ecuacion (6.22) para determinar la densidad del gas en el plano 2.
(b) Usar la ecuacion (6.23) para determinar la presion en el plano 2.

(c) Calcular la potencia del compresor como en el caso isotérmico.

Respuestas:

(a) 0.243 bm/f.  (b) 86 psia. (c) 504 HP.

2. Intercambiador de calor de doble tubo. (Problema 15A.7. Bird et al.)
Una corriente de agua fria con gasto masico de 5,400 Ibm/hr a 70° F se calienta por medio
de 8,100 Ibm/hr de agua caliente a 200° F, en un intercambiador de calor de doble tubo. El
agua fria fluye en el tubo interno y el agua caliente fluye en la seccion anular entre los dos
tubos. La longitud de los tubos es de 20 ft. Calcular la temperatura de salida de la corriente
fria si:

(a) El coeficiente de transferencia de calor para la zona anular basado en el area de la
superficie interna del tubo interior es 2000 Btu/hr ft* F.

(b) El tubo interior tiene las siguientes propiedades: longitud total 40 ft, didmetro interno de
0.0875 ft; superficie de transferencia de calor por unidad de longitud (pies) de 0.2745 ft,
gasto masico a la velocidad promedio de 1 ft/s es de 1345 Ibm/hr.

(c) Las propiedades del agua en el tubo interior son:
Viscosidad = 0.45 c¢p = 1.09 Ibm/hr ft.
Cp=1BtuwlbmF

k=10.376 Btu/hr ft F.

Densidad = 61.5 Ibm/ft>.

(d) La resistencia combinada de la pared del tubo es de 0.001 hr ft* F/Btu basada en el area
del tubo interior.

Respuesta: 136° F.

121



122

Tarea 11

1. Mezclado de dos corrientes de gases ideales. (Problema 15A.3. Bird et al.)

(a)- Calcular la velocidad, temperatura y presion cuando dos corrientes de aire se mezclan.
La capacidad calorifica del aire Cp se considera constante y es de 6.97 Btu/Ibmol F. Las
propiedades de las corrientes se encuentran en la siguiente tabla:

Corriente 1a: w =1000 Ibm/hr, v = 1000 ft/s, T=80°F, p =1 atm.
Corriente 1b: w = 10,000 Ibm/hr, v =100 ft/s, T=80° F, p =1 atm.
(b)- Si la densidad fuera constante, ;cual seria el valor de la velocidad?

(c)- Estimar las pérdidas por friccion (Ev) basdndose en los resultados de (b).

Respuestas:

(a)- 110 ft/s, 86.5° F, 1 atm.
(b)- 109 ft/s

(c)- 1400 ft Ibf/lbm.

2. Flujo a través de un tubo Venturi. (Problema 15A.4. Bird et al.)

Aire seco fluye en un tubo Venturi con garganta de 3 in de didmetro y diametro de 1 ft. El
coeficiente de descarga Cq es de 0.98. Calcular el flujo masico si el aire entraa 70° F y 1
atm. La presion en la garganta es de 0.75 atm.

(a)- Suponer flujo adiabatico sin friccion con y = 1.4.
(b)- Suponer flujo isotérmico.

(c)- Suponer flujo incompresible a la densidad de entrada.

Respuestas:

(a)- 2.07 Ibm/s, (b)- 1.96 Ibm/s, (c)-2.43 lbm/s.



3. Calentamiento de aire en un tubo. (Problema 15A.6. Bird et al.)

Un tubo horizontal de 20 ft de longitud se calienta por medio de un sistema de resistencias
eléctricas. Aire seco entra a 5° F y 40 psia a 75 ft/s con gasto masico de 185 Ibm/hr. El
calor transferido al tubo es de 800 Btu/hr ft. ;A qué temperatura el aire sale del tubo si la
presion de salida es de 15 psia? Suponer flujo turbulento y comportamiento de gas ideal.
Para el aire la capacidad calorifica a presion constante en Btu/lbmol F es:

Cp=6.39+(9.8x 10%) T -(8.18 x 10®*) T?, donde T se expresa en grados Rankine.

Respuesta: T» = 354° F.

4. Flujo de un fluido compresible a través de una tobera convergente-divergente.
(Problema 15B.6. Bird et al.)

Calcular la velocidad del fluido, la temperatura del fluido, y la seccion transversal S como
funcion de la presion local con flujo de 10 Ibmol/s de aire desde 560° R y 10 atm hasta
presion cero.

Respuesta.

P(atm)10 9 8 7 6 528 5 4 3 2 1 0
vift's) 0 449 o645 807 956 1058 1099 1245 1398 1574 1798 2501
T(R) 560 543 506 484 466 450 431 397 353 220 O
S(RY) w977 730 650 613 606 .607 628 688 816 1171 «

L
[
L
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Capitulo 7

Transferencia de Energia por Radiacion

7.1. Definiciones.

En este capitulo se tratara el mecanismo de transferencia de energia, la radiacion térmica
electromagnética que es la radiacion emitida por un cuerpo en virtud de su temperatura. El
calor exhibe las caracteristicas cuanticas y de onda tipicas de la radiacion electromagnética,
resultando en que la radiacion térmica es una parte del espectro electromagnético.
Solamente la radiacion producida por la temperatura de un cuerpo es la asociada a la
radiacion térmica.

La radiacion térmica tiene lugar en una porcion pequefia del espectro electromagnético, en
la mayor parte del infrarrojo, y parte de la region del ultravioleta. Un espacio
estrecho corresponde a la luz visible, entre 400 y 700 nm. Incrementando la temperatura de
un cuerpo causa un aumento en la energia térmica que aparece como luz visible. A bajas
temperaturas, cuando se emite luz visible, la luz es roja, y cuando la temperatura del cuerpo
aumenta, mas energia es emitida a longitudes de onda menores y la luz es ahora blanca.

La energia radiante que interactuia con la materia puede ser absorbida, transmitida o
reflejada. La proporcion de energia transmitida en solidos es cero y en liquidos depende
mucho del grosor de la muestra. La rugosidad de la superficie de los sélidos tiene una
pronunciada influencia en las propiedades de radiacion térmica. Un cuerpo es opaco si
la fraccion de absorcion de energia mas la fraccion reflejada es igual a uno. En gases, muy
poca energia se refleja, por lo que la energia se absorbe o transmite. Se define a un cuerpo
negro aquel que absorbe toda la energia radiante a todas las longitudes de onda de la
energia.

La absorcion de energia no ocurre de igual forma a todas las longitudes de onda, ya que la
distribucion espectral de la energia es una funcioén de la temperatura del emisor. Esto es, la
absorcion del receptor depende de la temperatura del emisor. La absorcion selectiva es
significativa en el caso de los gases, los cuales son transparentes a la radiacion a ciertas
longitudes de onda, pero absorbentes a otras longitudes.
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cos O d4,

Figura 7.1. Modelo semiesférico para determinar la intensidad de la radiacion.

El flux de radiacion se define como la energia radiante por unidad de d&ngulo sélido por unidad
de area del emisor proyectado sobre la normal a la linea que une ambas superficies. La
energia radiada total desde el elemento de superficie dA; es interceptado por una semiesfera
imaginaria centrada en el punto emisor. Para un cuerpo negro, el flujo de energia radiada de
dA; adA;es:

dQlZ = IbCOSHdAld.Q (7.1)

donde el angulo s6lidoes  dQ = %. Iy es la intensidad de radiacion (7.2)

Notar que en la figura 7.1 cos6dA; es el area del emisor proyectada sobre la normal a la
linea vista por el receptor. Como:

dA; = (rdf)(rsenfde) entonces: d{l = senfdfd¢p  que substituyendo en la
ecuacion 7.1 e integrando sobre el hemisferio obtenemos:

2n /2

dQi; = dAy [f,, "1, cosfsenfdOdd (7.3)
que para el cuerpo negro I, es constante, resultando en:

daQ
q12 = 7112 = mly (7.4)

lo que significa que el flux de energia emitido por el cuerpo negro es proporcional a la
intensidad de la radiacion.

En el caso més general de dos superficies cualquiera que intercambian radiacion térmica
estd descrito en la figura 7.2. La energia radiada desde A sobre A» es:

dle = IbCOS(,bldAld.le (7.5)
donde el angulo s6lido en este caso es:

dA
dq,, =<t (7.6)

La energia total radiada desde A; es, de acuerdo a la ecuacion 7.4:
dQ 12 = T[Ib dAl

(7.7)



La energia total radiada desde A es, de acuerdo a la ecuacion 7.4:
dQ1y = mlpdA;
Definimos el factor de configuracion como el cociente entre esta ecuacion y la 7.5:

Fip = 002 g4, (7.7)

Figura 7.2. Intercambio

de energia radiante

entre dos elementos de
a4,

area.

dA, cos ¢p

Notar que el angulo solido en la ecuacion 7.6 se reduce al de la ecuacion 7.2 porque la
normal de la superficie dA> es colineal a r-.

En el caso de un emisor infinitesimal que transmite energia a una superficie finita, la
relacion entre las ecuaciones 7.5y 7.4 es:

_ [ IpcosgicosprdA;dA;
Fi, = (7.8)

TL'TZIbdA1

Como la intensidad y dA son independientes de dA», esta ecuacion se simplifica a:

Fo = [ cos¢picosdprdA;
12 — 2

(7.9)

En el caso de intercambio de energia radiante entre dos superficies finitas, tenemos:

£ J[ 1y cos @1 cos ¢ dAy dA; 1 // cos @y cosr dAy dA, (7.10)
12 = = —
Ay

7T r? flbdAl 7T r?

7.1.1. Ejemplo 7.1.

Figura 7.3 Discos paralelos.

Determinar el factor de configuracion por radiacion entre
un disco pequeo de drea A; que es paralelo a un disco
grande de area A y radio a. La linea que une sus centros es
normal a ambos discos de longitud 7y, de acuerdo a
la figura 7.3.

En este caso, la ecuacion 7.10 es

1 cosficosfrdA1dA;
Fj, = ™ f f — donde A1<<A>
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por lo que la ecuacion se reduce a la 7.9 y ademas los angulos son iguales, luego entonces:

2
Fi;, = fco:;# como dA, =pdypdp y cosp = 770’ entonces:
ffa 2”:‘; pdwdp =2 faro pdp la relacion entre 7y rpes 1¢ + p? = r?
Fip = [* 2 pdp = -2 I resultad
2=y 2 +p2)2p P = es el resultado.

Relacion con la energia interna.

Sea u la densidad de energia en un punto determinado dentro de un elemento de volumen, tal

E , . . .
que u=_ donde E es la energia interna y V es el volumen. Si consideramos que las
normales a las superficies en la figura 7.1 son colineales, entonces la ecuacion 7.1 se reduce:
dQiz _
aa, — lpdQ (7.11)

El flux de energia radiante de la ecuacion 7.11 dividido entre la velocidad de propagacion ¢
resulta en el momentum de la radiacion, donde la propagacion de la energia radiante se realiza
a una velocidad c, la velocidad de las ondas electromagnéticas. Esto se expresa como:

du =2d0) (7.12)

Integrando sobre la esfera obtenemos:

u=4nr2 y u@)=4n (7.13)

que establece la relacién entre u y I, para un medio isotrépico y homogéneo.

7.2. Termodinamica de la radiacion. Leyes de Kirchhoff
y Stefan.

Se analizara la radiacion en equilibrio a una temperatura determinada. Una caja cerrada con
las paredes a una temperatura 7, ejemplifica el caso en que la radiacion en su interior esta en
equilibrio con las paredes, y es homogénea en el interior de la caja. Si se abre un pequefio
agujero en la caja sin perturbar el equilibrio se puede observar la radiacion en el interior. La
radiacion externa que entre a la caja por el agujero serd absorbida por las paredes mediante
reflexiones sucesivas. Por ello, la radiacion en el interior se comporta como si las paredes
fueran negras, o de absorcion perfecta, y la radiacion que sale de la caja por el agujero se
llama radiacion del cuerpo negro. La radiacién dentro de la caja no esta polarizada y varia
con la temperatura al cambiar de color.



La primera ley de Kirchhoff establece que u como u(v) son solamente funciones de 7'y no
de las paredes, donde u(v) es la densidad espectral de radiacion, que es la densidad de
energia en un intervalo dv de frecuencias. La demostracion de esta ley involucra a dos
cavidades A y B unidas por un pequeio filtro 6ptico, que es un tubo opaco a todas las
frecuencias, excepto a aquellas comprendidas en el intervalo dv (ver figura 7.4).

Filtro optico

Si uy (v) > ug(v) se produce un flujo de

energia de A hacia B y la temperatura de

B aumentaria creando una diferencia de
/- temperatura espontanea. Esto es un
~ proceso contrario a la segunda ley, que
~ postula que la densidad de energia debe
U, T) . ser igual en ambas cavidades. Esto es:

Us (v, 1)

Figura 7.4. Cavidades cerradas unidas
' por un filtro dptico.

us(v,T) =ug(v,T) = u(v,T), donde u(v,T) es una funcion universal de vy T, pues A y
B son arbitrarias. Con base a la descomposicion espectral de u se puede expresar que:

u(T) = fooou(v, T)dv (7.14)

Por lo que u(7T) también es una funcidon universal de la temperatura; la energia total E = Vu(7T)
y donde V es el volumen de la caja es una funcion determinada de V' y 7. La radiacion del
cuerpo negro, por lo tanto, es un sistema termodinamico definido.

Si tenemos una serie de cuerpos dentro de una cavidad, eventualmente se alcanzara el estado
de equilibrio térmico, en donde cada uno absorbe energia radiante al mismo tiempo que la
emite. De acuerdo a la ecuacion 7.4, llamemos q4 al flux de energia emitida por un cuerpo
de area A; con constante de absorcion ay, qq es el flux de energia radiante de la cavidad que
incide sobre el cuerpo de area A4, entonces:

@A = oAy > g =2 (7.15)

a

Para cuerpos adicionales q, permanece constante, por lo que podemos expresar:

G_B2_ . _ (7.16)

(24} an an

La ecuacion 7.16 obtenida por Kirchhoff, constituye la ley que expresa que, a una T dada,
la emision y absorcion de energia radiante en superficies solidas son iguales cuando la
radiacion estd en equilibrio con la superficie. O sea, todos los cuerpos tendran la misma
relacion entre emision y absorcion de energia.

Si una de las superficies dentro de la cavidad absorbe toda la radiacion que incide sobre ella,

ésta tiene un coeficiente de absorcion de 1 y es un cuerpo negro. Como i’_ esta fijo, sugiere
L

un limite superior a la energia emitida de esa superficie, por lo que el cuerpo negro es aquel
que es un emisor y absorbedor perfecto. Por definicion, el coeficiente de emision de una
superficie real es el cociente entre ¢; y el flux de un cuerpo negro ¢> a la misma temperatura.
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Este coeficiente es g1. De acuerdo a la ecuacion 7.16,

@ _ @
q2 ar

— e (7.17)

En donde el cuerpo 2 es un cuerpo negro. Como a. es uno, obtenemos para el cuerpo que no
es negro (se denominard cuerpo gris):

a; = & (7.18)

Generalizando, en un sistema en equilibrio térmico los coeficientes de emision y absorcion
son iguales.

Al incidir sobre una superficie, la radiacion produce una presiéon en medios isotrépicos
y homogéneos. Como la presion es el cambio del momentum por unidad de tiempo y de
superficie, consideraremos radiacion entre superficies paralelas, por lo que las ecuaciones 7.
1dQ;> I cos0 dA;

———— = cosO0sen0dOdo.

1y7.ZSereducena:EdA1 :?cosﬂ dQydQ = o

e . I
Como en teoria cinética de los gases, el cambio de momentum es 2— cos 6 d Q2,

c
2r RS2 I. 27 72 L /1
p:2/ / —bc0s9d§2=2—b/ / coszesenededtp =47r—b<—)
o Jo ¢ ¢cJo Jo c \3
por lo tanto, por la ecuacién 7. 13: (7.19)
T
p = ”<3 ) (7.19)

Notar que, a diferencia de un gas ideal, la presion de la radiacién es una funcion de la
temperatura, independiente del volumen.

Considérese una cavidad cilindrica provista de un piston movible, con radiacion de un cuerpo
negro a temperatura T. Si se desplaza el piston reversiblemente una cantidad dV, el trabajo
efectuado sobre el piston segun la ecuacion 7.19 es:

Wye, = pdV = %u(T)dV Dado que E = u(T)V, el cambio de entropia estd expresado
como:

dS = 2 [dE +paV] = ~d[u(T)V] + —u(T)dv (7.20)
vd 4 as N

ds = ;d—;‘ dT + - u(T)dV = (3)ydT + (5)rdV , por lo que

d ,Vdu Ja ,4 1du 4d ,u 4 .1du u 1 du 4u du ar

v &Y © twTiw @ T3Gw e O wa Ty 7 VT

Con solucién: u(T) = aT* (7.21)

donde a es una constante que se puede determinar experimentalmente. La ecuacion 7.21 es
la ley de Stefan-Boltzmann, por lo que la emisividad de un metal es proporcional a T*.



Substituyendo la ecuacion 7.21 en la 7.20 e integrando se obtiene:

> = a3 (7.22)

Lo cual implica que en procesos adiabéticos (AS=0) T3V = constante. Al comparar este
resultado con el de un proceso adiabatico de un gas ideal con y =4/3 se obtiene:

pV¥=const — TV' l=const - VT3=const

La ecuacion 7.21 puede también deducirse de la expresion de la energia interna siguiente:

OE\  _ o 0py
(ET_T(aTV p=u (7.23)
Por la ecuacion 7.19, la ecuacién 7.23 se reduce a:

Py by Lo du_ ar
(E)V =sU=3 TdT por lo que —= 4 Ty se comprueba el resultado 7.21.

7.3. Teoria de la densidad espectral.

”"‘-”A De acuerdo a la figura 7.5, a diferentes

A Ti<Tp<T temperaturas se obtienen varias curvas de la
rea = u(v,T)d»

densidad de energia. El area bajo la curva
debe ser proporcional a T* por la ley de

Stefan.
% Figura 7.5 Distribucion espectral de la
. radiacion
d —— v
De acuerdo a las ecuaciones 7.14 y 7.21,
u(T) = fooo u(, T)dv = aT* (7.24)

En lo siguiente, se obtendra la ecuacion de Wien que estableci6 la forma general de la funcion

u(v, T). Paraello, se considera una expansion adiabatica de una cavidad en equilibrio térmico
con sus alrededores a la temperatura T. Al realizar la expansion, la temperatura disminuye al
aumentar el volumen, y las ondas electromagnéticas tienen un cambio de frecuencia debido
al efecto Doppler. Para un observador en el centro de la cavidad, la frecuencia de las ondas
que se propagan en direccion normal a las paredes de la cavidad sera v':
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’ v . . . . .y
v=v(1l+t ;) + corresponde a ondas reflejadas y — a ondas incidentes. La variacion total de
. , v .. . . . .,
la frecuencia sera Av = —2v p Para una incidencia oblicua, en la que la direccion de

., . . v .
propagacion es diferente a la normal a la superficie Av = —2v ZCOSQ. Entre dos reflexiones

sucesivas, la onda recorre una distancia 2rcos6, que es la distancia entre dos puntos de la
circunferencia de la cavidad esférica. El numero de reflexiones serd c(2rcos6)~1. Como
para cada reflexion la frecuencia cambia Av, el cambio de frecuencia por segundo es:

c Vv Av
):—— —> _—— —
2rcos@ r

Av = (=2v=cos) ( (7.25)

NI

L L 4
Como en procesos adiabéticos T3V = constante, que implica que T3(§ nrd) = cte,

Luego, Tr = cte. Siv = Ar/t, donde t es un tiempo fijo, luego entonces, Ar/r ~ AT/T.

AT

La ecuacion 7.25 se reduce a: ATV = =, que implica que T/v = cte, — TA = cte (7.26)

El producto de la longitud de onda de la radiacion por la temperatura se mantiene constante
en una expansion adiabética. Si la expansion ocurre en un intervalo Av de frecuencias, de
acuerdo a la primera ley:

4dv _ du(T)

dlvu()] = —pdv  — dvu(D)]=-*2av - 3V um

(7.27)

Como en los procesos adiabaticos VT2 = const, entonces, segiin la ecuacion 7.26,
obtenemos que

Vvd3 =const =C luego, In(V) +In(v3})=InC - din(V)+3din(v)=0
Por la ecuacion 7.27: — §dan =din(w(T)) - 4dinv =din(u(T))

Integrando: u(T) = Cv*, que es consistente con la ecuacion 7.21 y con la 7.26. Luego
entonces:

du(T) = Cvidv y, en vista de la ecuacion 7.24, se obtiene:
u(v,T)dv = Cv3dv (7.28)

que es la ecuacion de Wien, quien sugirié que la constante de integracion C debe ser una
funcién indeterminada de v/T, lo cual es consistente con la ley de Kichhoff que requiere que
u ( ,T) sea una funcién universal de la frecuencia y la temperatura. Por lo tanto,

u(v, T)dv = f(%)v3dv (7.29)
Como | dv| = /1% |dA| la ecuacion 7.29 se puede expresar como:

4
u(v,T)d = = f(AT)dA (7.30)



Mediante la ecuacion de Wien también se puede obtener el efecto de desplazamiento
observado en las curvas de la figura 7.5, en donde los maximos se desplazan al ultravioleta
al aumentar la temperatura. Esos maximos corresponden, de acuerdo a la ecuaciéon 7.26, a
una longitud de onda tal que 4,4, T = const. El maximo de la ecuacién 7.30 se calcula de
acuerdo a:

du ct f ,
azOzl—S[—55+Tf] —

resultante es:
Inf =5InnaxT) = f = AinaxT)® = const > (A, T) = 0.288 cm®K (7.31) que es la

constante de Wein, medida experimentalmente. Esta formula fue ampliada posteriormente

5
= Como
AmaxT f

=™

T AT) la integracion

para ser aplicable a altas frecuencias, obteniéndose:

Bv
u(v, T)dv = (const)e” Tv3dv (7.32)

que concordaba satisfactoriamente con los datos experimentales. Sin embrago, en la zona
de bajas frecuencias, la ecuacion 7.32 resultaba insatisfactoria. Rayleigh hizo una
correccion

que se basa en la naturaleza ondulatoria de la radiacion electromagnética encerrada en una
cavidad. Los modos normales resultantes se distribuyen en funcion de la frecuencia.
Rayleigh supuso que los radiadores se pueden representar mediante osciladores armoénicos,
en donde su densidad espectral es igual al nmero de modos de vibracion en un intervalo de
frecuencias multiplicado por la energia promedio de cada modo, en donde esa energia
promedio es k7. En el Apéndice A se describe la deduccion para obtener la ecuacion 7.33.

Rayleigh obtuvo que: u(v, T) = 'C3v2kT y Jeans demostré6 que la constante es 8m, por lo que:
- c

u(v,T) = 2kT (7.33)

= fi b,
}o]lgé) es ia fo%u{ecalgrﬁ%sle%ﬁsﬂééﬁs En/resumen en la ecuacion 7.29 a frecuencia altas

Planck propuso introducir al campo radiante un oscilador lineal cargado que responda a la
accion del campo eléctrico, para representar el amortiguamiento de la radiacion inherente en
el mecanismo de absorcion. Este desarrollo de la solucién de un oscilador lineal con
amortiguamiento, para obtener la energia promedio del proceso, se detalla en el Apéndice
B. El resultado para la energia promedio total es:

() = Som L (1.34)

8m owj

donde o esta relacionada con el término de amortiguamiento y estd expresado como:

2
o=—— (7.35)

121 egmc3

donde c es la velocidad de la luz, m es la masa del oscilador, e es la carga y € es la
permitividad. Substituyendo la ecuacion 7.35 en la 7.34 obtenemos:

2¢.03
3m“€pc® Ap

)( OmCS) = 2wle? CWo (7.36)

Cwon 1

(E) = (

8m a)z
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Es necesario ahora determinar CZ  en términos de la energia del cuerpo negro. La densidad
de energia del campo electromagnético para ondas planas esta dada por:

u=eyE} = ey(EL + Elzy +EZL)  (7.37) donde E; es el campo eléctrico. De acuerdo al

modelo de osciladores armonicos (ver apéndice
7-B, ecuaciones 7B-1 y 7B-2) se obtiene:

eE, (wg) = Cy,senwyt (7.38)
Elevando al cuadrado e integrando obtenemos:
1
e*((EL)) =5Ci, (7.39)

Se supone que los valores promedio de las amplitudes del campo eléctrico para cada
frecuencia son iguales entre si, por lo que:

(EZ(w0)) = 5 (EF (o)) (7.40)

Substituyendo la ecuacion 7.40 en la 7.39 obtenemos:

2
Gty = 25 (B (o)) (7.41)
Substituyendo la ecuacion 7.41 en 7.36:
3 3 2 2 2 3
(E) = G* 52) (G (EF (o)) =5~ (E (o)) (7.42)

Substituyendo la ecuacion 7.42 en la 7.37 se obtiene:

2
w(wg, T) = €p{EE (wg)) = %(E) Como wy=2mv y 2nu(w,T)=ul,T)
luego entonces:

u(v,T) = 2 (E) (7.43)

c3

que es uno de los resultados mas relevantes de la teoria de la radiacion. Notar que la ecuacion
7.43 es una demostracion formal de la formula de Rayleigh-Jeans, ecuacion 7.33.

A partir de la ecuacion 7.43, Planck obtuvo una expresion para la entropia de los
osciladores que por estar en equilibrio con la radiacion implica la entropia de la radiacion.

Segtn la ecuacion 7.43, la densidad de energia interna esta asociada con una energia

promediada en el tiempo, que no es la energia interna del sistema (E ) la cual es evaluada por
el promedio de cada oscilador respecto a una distribucion de los osciladores caracteristica
del equilibrio, por el nmero de ellos. Sin embargo, por la hipotesis ergodica, existe esa
igualdad. Por lo tanto:

8nv? =

uv,T) = E (7.44)

c3



Definiendo s(v, T) como la entropia por unidad de volumen de la radiacion en equilibrio a
una temperatura T y en el intervalo de frecuencias dv, entonces, en un proceso reversible sin
trabajo externo,

ds(v,T) = Zdu(v,T) (7.45)

Substituyendo la ecuacioén 7.44 en la 7.32, Planck demostré que la energia promedio por
oscilador es:

pLv

E = %e T (7.46)

donde a y B son constantes. Despejando T de la ecuacion 7.46 y substituyendo en

as 1 . as 1, 8nE
(=) == seobtiene: (=) =-—-——In—
0E’ y T 0E’ vy Bv a

Puesto que la segunda derivada es negativa, el equilibrio termodinamico es estable:

() =~5zS0 (7.47)

En la region de frecuencias pequefias, la formula de Rayleigh-Jeans E = kT, B =T/v

es correcta, por lo tanto

d%s
(F , = —= <0 (7.48)

Para cubrir todo el espectro, Planck propuso una férmula de interpolacion que es consistente
con los limites apropiados. Si @ = 1/fvk, la interpolacion resulta en la siguiente ecuacion:

(7.49)

e integrando se obtiene:

% = % In (1%“ £ )+ Const  La constante se evaliia en el limite:  E|;_ 0 = 00, y luego:
Const = — % Ina por lo tanto:
I=1m (1+zE ) Despejando E y substituyendo a obtenemos:
T Bv aE
- kBv
E = v (7.50)
y substituyendo en la ecuacion 7.44 se obtiene:
8IEJ!2 kR
u(,T) = "¢, eBvITq (7.51)

135



136

Si kf = h, donde & tiene dimensiones de accion (energia x tiempo), se obtiene la forma mas
comun de la ecuacion de Planck:

3
u@,T) = ot — (7.52)

3 ghv/kT_q

y la ecuacion 7.50 es:

h
= ehv/k;}" 53)
-1

La ecuacion 7.52 en el limite de bajas frecuencias se reduce a la férmula de Rayleigh-Jeans:
u(v,T) = E “ZV2kT (ecuacion 7.33) (7.54)

A frecuencias altas, el limite es el de la formula de Wien (ecuacion 7.32):

uv, T) = —C— v3e~hv/KT (7 55)

de donde se pudo evaluar la constante de Planck 4.

n{F9 1t€ZHh % geuacitn 7.52 sobpg i figs Ui eiinti PRERiable x = hv /KT, obtenemos:

ehv/kT _q

8rk* 4 (oo 3 dx _ 8mk* 4 mt
wl) =T ) ¥ o= =551 (7.56)

Comparando este resultado con la ecuacion 7.21 se puede encontrar la constante de Stefan.

Por Itimo, el maximo de la distribucién de Planck nos da la constante de Wein.

7.4. Aplicaciones.

Es necesario primero hacer un resumen de las variables principales y enunciar el teorema de
reciprocidad. Una cantidad relevante para el uso de las relaciones tedricas en aplicaciones
directas, es la constante de Stefan-Boltzmann. Combinando las ecuaciones 7.13 y 7.21 se

: 8o k*
obtiene: q;; = %aT4 donde a = —=—proviene de la ecuacion 7.56. La constante de
Stefan -Boltzmann es, por lo tanto:

_2mdkt _g BTU —12 Cal
0=155=017x10 e 1355 X107 ——



El flux de energia de radiacion queda expresado como: gy, = oT* (7.57)
En cuerpos grises (no negros) tenemos que: g, = eaT* (7.58)

De acuerdo a la ecuacion 7.10, el factor de configuracion entre dos superficies negras es:

_ 1 cospicosprdA1dA;
Fio =—]f

Aq T2

La transferencia neta de energia o flujo de energia de dA; a dA» es:

Q12 = 0A (T — TS)Fip = 0 A, (Tf — T Fy (7.59)
_ L cospicosprdA1dA; .

donde F,; = > If — por lo tanto:

AFp = AzFy (7.60)

que es el enunciado del teorema de reciprocidad.

7.4.1. Ejemplo 7.2.

La constante solar es el flux de calor del sol que entra a la atmdsfera. Si se considera al sol
como un cuerpo negro que emite radiacion con una intensidad maxima a 5000 Armstrongs
(5x10° cm). Calcular la temperatura de la superficie del sol, la constante solar y el flux de
calor emitido en la superficie del sol.

a)- A partir de la ecuacion 7.31 y sabiendo la constante de Wein, tenemos:

__0.2884cmK
T 5x10-5¢m

= 5,760°K = 10,400°R
b)- El flux de calor emitido por el sol es:
g1z = oT* = (0.17 x 1078)(10,400)* = 2 X 10’ BTU /h rft?

c¢)- La constante solar se calcula sabiendo el didmetro del sol y la distancia de la tierra al sol
(8.6x10° millas y 9.29x107 millas, respectivamente). Si el sistema 1 es el sol y el 2 es la
tierra, aplicamos la ecuacion 7.59 en donde las normales del sol y la tierra son colineales.
En este caso:

_ nDi/4 7,86%x105 5 2
=qu— 3 = 2/4x10 (—929)(10 )¢ =430 BTU/hrft

A
Q21 = 0A,(THFyy = g1z —

mr?

7.4.2. Ejemplo 7.3.

Determinar la pérdida de calor por radiacion por 4rea de una placa de acero a 1600° F. En
este caso € = (.29, y se supone que es un cuerpo negro.

Usamos la ecuacion 7.58:

Gy = €6T*=(0.29)(0.17 x 1078)(1600 + 460)* = 9,000 BTU /hr ft*

137



138

7.4.3. Ejemplo 7.4.

Calcular la transferencia de calor por radiacion desde una esfera de lin de diametro a 2000°R
hacia un plano de 6 ft de base y 4 ft de altura separados 4 ft. La esfera se localiza sobre la
normal al centro del plano. Considerar a la esfera y al plano cuerpos negros. La temperatura
del plano es muy baja, por lo que se desprecia la transferencia del plano a la esfera.

En este caso, Fi2 es funcion de =%y y =%, tal que F12 =4 (0.21) de la grafica de K2 en
funcion de B y y (apéndice C). Utilizando la ecuacion 7.59:

4m

Q12 = 0A1(THF, = (0.17 X 1078) (5,,) 2000*(0.84) = 50.3 BTU /hr

7.4.4. Ejemplo 7.5.

Una muestra esférica de didmetro de 4 in y a 70°F se encuentra dentro de un horno ctibico de
4 ft de lado a 540°F. Calcular la transferencia por radiacién si el horno es un cuerpo negro.

Q12 = 0A(T{ — THFy,

Como el factor de configuracion F21 = 1 (horno 1, esfera 2) porque la radiacion de la esfera
enteramente se recibe por las paredes del horno, por medio del teorema de reciprocidad,

2
T 0.00545

Az
Fo==F, = =
12 Ay 21 612

Q12 = 0A(THHF;; = 6L2(0.17 x 1078)(1000* — 530%). 00545 = 4.3 BTU /hr

7.4.5. Ejemplo 7.6.

Determinar la transferencia de calor entre dos superficies negras rectangulares paralelas y
opuestas separadas por 6 ft. con 4reas iguales de 6 y 4 ft. La placa 1 se encuentra a 1200°R y
la2a 1000°R.

Puesto que las areas son iguales, el teorema de reciprocidad resulta en que Fi2 = Fa.
En este caso Fi2 es funcion de B=1, y=2/3, dando Fi> = 0.15.

Q12 = 0A1(T} = T)Fi; = Q1 = 0 Ay (T} — T)Fyy

Q= (0.15)(4 x 6)(0.17 x 1078)(1200* — 1000*) = 6,625 BTU /hr



7.5. Radiacion entre cuerpos grises.

Considerar un cuerpo no negro (gris) que emite radiacion dentro de una cavidad 2 con

paredes a temperatura constante. En este caso:
Q12 = e14,0(T1) (7.61)

donde Qizes el flujo de energia emitido y e es la emisividad del cuerpo gris. El flujo
absorbido en la cavidad es:

Q21 = a14,0(T3) (7.62)
El flujo neto es, por lo tanto:
Q12= 0A1(eT{ — a1T3) (7.63)

en donde Fi2 es igual a 1 ya que la superficie A1 se asume convexa y no intercepta a
ninguna de sus propias radiaciones. Como ai = €2 a la temperatura T, definimos el flujo Ji
para cada superficie Aj como la suma de los flujos emitidos y reflejados desde Ai. El flujo
neto de Aj hacia Ak se puede expresar como

Qu=AiFuUi—Ji) (7.64)
donde, si lies el flux incidente:
Ji= (1 —e)l+ eoT} (7.65)

y 1 — e; es la fraccion reflejada. Sie; = 1 (cuerpo negro), entonces

Ji=oT!=g, que es la ecuacion 7.57 para un cuerpo negro. Similarmente, la
ecuacion 7.64 para un cuerpo negro se reduce a la ecuacion 7.59.

Podemos representar al flux neto desde A; de la ecuacion 7.63 como el flux emitido menos
el flux que incide sobre la superficie:

% =g, (7.66)

Substituyendo la ecuacion 7.65 en la 7.66 se obtiene:

€i

Q' 4
Log— Ji—ewoT, — _
Ai —Ji 1—€i 1—€i

T 4_p.
(oTf—J) =" (7.67)
ei
En el caso de la radiacion entre dos superficies infinitas grises, la ecuacion 7.67 se puede
generalizar a la siguiente expresion:

_ a(T{=T3)
QlZ — 1—el 4 ! y1=e2 (768)
Alel A1F12  A2e2
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Si las superficies fueran negras, entonces la ecuacion 7.68 se reduce a la 7.59 o 7.63, o al
resultado del ejemplo 7.6. Con base a lo anterior, se puede desarrollar una expresion que
considere las dos superficies grises paralelas de la misma &rea cuando una lamina de elevada
conductividad se coloca entre las dos placas.

Llamemos a las dos placas grises sistemas 1 y 3, y la placa de en medio el sistema 2. Entonces,
el flujo entre 1 y 2, de acuerdo a la ecuacion 7.68 (Fi2 = 1):

Ao (T{—T5) Ao (T3 -T5)

(7.69)

Q12 = W y el ﬂujo entre 2 y 3: Q23 = ;_292+1+;_3€3
Sumando: Ao (T — T4) = Q1 (1 @14 62) + Qy3 (1 24145 63) Como
AU(T1 T3)

Q2 =023 =013 —» Q3= (7.70)

(GG 145)

7.5.1. Ejemplo 7.7.

Predecir la pérdida de calor por radiaciéon y por unidad de longitud de un tubo horizontal
con recubrimiento. El didmetro exterior es de 6 in y la temperatura de la superficie externa
es de 560°R. Los alrededores se encuentran a 540°R.

La superficie 1 es la del tubo con recubrimiento y el sistema 2 son los alrededores. La

ecuacion 7.63 es:

Q12 = 6A F (e T — ayTS) dondee1=093=a1, Fi2=1.

Q12 = (0.17 x 1078) (g) (0.93)(560* — 540*) = 32 BTU/r

7.5.2. Ejemplo 7.8.

La pared de una casa consiste en dos planos paralelos. Las paredes exteriores e interiores
tienen emisividades de 0.9 y 0.4, respectivamente. Las temperaturas en verano son de 70 y
120°F. ;Cual sera el flux de energia de radiacion, con y sin una placa de aluminio (como
barrera protectora)? Su emisividad es de 0.06.

Sea 1 la pared exterior, 2 la barrera y 3 la pared interior. Sin barrera (ecuacion 7.69),

T#—T. 0.17x1078(580%-530%
= o ) - WTI0T6 ) = 22.4 BTU/hrft?
— 14— —t
e1 e3 09 04

Con barrera (ecuacion 7.70)

Qiz _ o(T-T4) 017><10 8(5804 530%) -1 65 f
- 1 1 1 1 2 -
A (Z—1+Z)+(Z—1+Z) 09+4+06 -2
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Apéndice A.

Se analizaré el problema de las ondas estacionarias en 3 dimensiones, primero en una
cavidad rectangular de lados a, b y c. Una onda plana en el espacio esté caracterizada por
el vector de onda k normal al plano de la onda con 3 componentes kj, k> y k3. Cuando
se produce una onda en el interior de la cavidad, se refleja sucesivamente en todas las
caras estableciéndose un grupo de 8 ondas que resultan de las combinaciones posibles
entre k1, £ko y £k3. La interferencia y superposicion de estas 8 ondas da lugar a ondas
estacionarias si las componentes de k tienen valores apropiados. Estos valores son:

nm

n3m
e

N (A-1)

b’ c

donde nj son enteros. Como k = [k? + k3 + k%]'/?, entonces
nz nz nz
k = n[a—§+b—§+c—§]1/2, (A-2)

y las posibles frecuencias de las ondas estacionarias en la cavidad son:

C n% n% n% 1/2 .
V== [a—2 toot c_Z] , donde C es la velocidad de la luz. (A-3)
Si la cavidad es cubica, entonces @ = b = ¢ en la ecuacion 7A-3 y las frecuencias
posibles son:

4q2y?2

c2

1
v=%[nf+n§+n§]§ > nf+ni+nf= (A-4)

.y . 2va . .
Esta es la ecuacion de una esfera con radio - Se puede demostrar que, si el radio es muy

grande, el nimero de combinaciones posibles de n;j es igual al volumen del octante de la
esfera (ver figura A-1). Entonces, el nimero de modos de oscilacion de frecuencia v es:

__14m 2va _ 4mv3ad

N, =5 =5 (A-5)

Como a® = V es el volumen, entonces n, = N,,/V. Este resultado es valido para ondas
longitudinales. Si las ondas son transversales, entonces se tiene para cada modo dos estados
de polarizacion independientes y diferentes, de modo que en este caso:

8ry3
nr = Sor (A-6)

El niimero de modos dn en un intervalo de frecuencias dv es:

8mv?
dan = ?dv (A-7)
La densidad espectral es igual al nimero de modos de vibraciébn en un intervalo de
frecuencias multiplicado por la energia promedio de cada modo, en donde esa energia
promedio es KT. Por lo tanto,
8mkTv?

u(v, Ndv = kTdn,r= " dv (A-8)

3

y asi se obtiene la ecuacion 7.33:  u(v, T) = % vZKT (A-9)
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Figura A-1. Octante con radio 2va/C
(v=C)y su proyeccion en el plano n-
Ns.

A cada conjunto de enteros ni, n2 y n3
podemos asociar una celda de volumen
unidad, como se indica con los puntos.

Apéndice B.

Este desarrollo expone la solucidn de un oscilador lineal con amortiguamiento, para obtener
la energia promedio del proceso (ecuacion 7.34).

En presencia de radiacion, si suponemos que el amortiguamiento de las oscilaciones es
proporcional a x, la ecuacion del oscilador es:

x + 2px% + w§ = %Elx (B-1)

donde p es el coeficiente de amortiguamiento, € es la carga, y m es la masa del oscilador.
E;, es el componente del campo eléctrico en la direccion x. Si este campo oscila con una
frecuencia w y amplitud C,,, entonces:

¥+ 2px% + wi = %“’senwt (B-2)

La solucion mas general es:

x = Dy, sen(wt + 6) (B-3)
donde:

Cow — 2
D, =2[(w - wi)? + 47y P (B-4)

Toda carga acelerada linealmente estd sometida a una fuerza de amortiguamiento de acuerdo
a:

e? ..

X = —2mpx, y segin la ecuacion 7B-3, ¥ = —w?

x, por lo que el coeficiente de
6meyc3 > P q

amortiguamiento es:

2
1 e 2 _ 2

p= =ow (B-5)

121w megc3

La energia del oscilador es el valor promedio de la suma de la energia cinética y la energia
potencial:

E.= %mx'2 = %Df,wzcosz(wt + &) (B-6)



E, = %w%xz = %Df)a)(z)senz (wt + &) (B-7)
E,(t)=E.+E, (B-8)
El valor promedio es:

(Eo) == [, " E,(t)dt (B-9)
Como:

l T+t 2 _ l T+t 2 _ l
TfT cos?(wt + 8)dt = TfT sen®(wt + 6)dt = -

mediante la ecuacion 7B-4 se obtiene:

2 2 2
(E,) = 2o @t (B-10)

4m (w2-w})?+4p2w?
Finalmente, la energia promedio total es:

© 9 w2+w(2)

I 1
(E) = f() <Ew)d(1) :EJ‘O Cw (wz_wg)2+4p2w2

(B-11)

Como el integrando tiene un maximo muy centrado en w = w, pues p’w? < 1, permite

aproximar C3 = C3, y (w?* — w§)* = 2wo(w — wy) para  ener:

C(,ZL, 0 1
20 [ oy ————— (B-12)

8m (w—wp)2+(owd)?
Se considera que:

=0 (B-13)

® 1+x2

para obtener:

2
Cmg s -
(E> = 8mow02 (B 14)

que es la ecuacion 7.34.

Apéndice C.
s
[
. £
[y
Figura C-1. Configuracion de una fuente y
puntual esférica y un rectangulo.
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Figura C-2. Factores de configuracion:

0 2 345 10 2030 fuente puntual esférica con un

y rectangulo plano.

01
01 02 05

Figura C-2. Factores de configuracion para dos paralelas idénticas,
directamente opuestas a las placas planas.
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